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Vorwort

Ziel dieser Vorlesung ist es, ausgewahlte partielle Differentialgleichungen genauer zu
untersuchen; unter anderem werden folgende Probleme beleuchtet

e Poisson-Gleichung

Au=f
e Wirmeleitungsgleichung

(O —DN)u=0,t>0, u0,z) = f(z)

e Wellengleichung

(0} — ANu=0u=0, u(0,2) = f(x), du(0,r) = g()
oder auch
—Autu=f

und Varianten dieser Probleme.

Es stellen sich folgende Fragen:
e Unter welchen Voraussetzungen gibt es tiberhaupt Losungen?

e Welche Eigenschaften haben allfallige Losungen? Ist die Losung differenzierbar?
Falls ja, wie oft?

e [st die Losung eindeutig?

Um diese Fragen beantworten zu konnen, m”ussen wir zuerst einen geeigneten Rah-
men dafiir finden, d.h. wir miissen einen Raum finden, in welchem es sinnvoll ist,
eine allfallige Losung zu suchen. Daher machen wir uns zuerst mit Distributionen,
anschliessend mit temperierten Distributionen vertraut ( Kapitel I und IV ).
Ausserdem benotigen wir adaquate Hilfsmittel, um tiberhaupt Losungen finden zu
konnen. Als Stichworter sind Faltungen und Fouriertransformation zu erwahnen.



I Distributionen

I.1 Motivation

Beispiel: Burger-Gleichung (modelliert Ausbreitung in der Strémungsmechanik). Es
bezeichne wie iiblich ¢ die Zeit und = die Raumvariable (1-dimensional). Gesucht ist
eine Losung des folgenden Problems

ou 0 u? , -
E + 8_$? =0 mit U(O, I) = f(I) eC (B)
Falls u glatt ist, gilt 2u +uZu = 0. (1)

Man betrachte nun die folgende Anfangsbedingung f(x) € C*°.
f(x)

L +1

—}xo fo

Nun betrachtet man die Charakteristischen von w:
r < —x¢:u(0,z) = 1 mit (1) ergibt sich daraus

@ + % =0
ot ox
x> —x¢:u(0,z) = —1 mit (1) ergibt sich daraus:

ou 0u_

o ot
graphisch.
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Daraus sieht man, dass es zu einem “Schock” bei x = 0 kommt, das heisst fiir dieses f
als Anfangsbedingung gibt es keine differenzierbare Losung. Ist u nicht glatt, so stellt
sich die Frage, wie die Ableitung einer nicht differenzierbaren Funktion definiert sein
soll. Dazu muss der Begriff der Funktion erweitert werden.

Diese Problematik wird uns auf den Begriff der Distribution fithren.

Die Aufgabe besteht unter anderem darin, die richtigen und natiirlichen Funktio-
nenraume zu finden.

1.2 Definitionen und Beispiele

Bereits 1930 fithrte Dirac formell Distributionen, eine Verallgemeinerung integrabler
Funktionen, ein. Sie wurden durch ihre Wirkung auf glatte Funktionen definiert. Z.B.

(0o 0) = p(a), (0, ) = —¢'(a) ete.

Mathematisch genau wurde die Theorie der Distributionen 1945 von L. Schwartz for-
muliert. Zur Erinnerung (Funktionalanalysis I):

fel:fr~ge o, f-g#0}=0
das heisst f =g f. 1.

Lemma 1.2.1. Es seien f,g € Li,. . Dann ist f = g f.ii., genau dann, wenn
Ve e CFE): [ (/=)0

Dann kann man Funktionen in L' als lineare Operatoren auf C§°(Q2) betrachten.
Beispiele:

1)
fi(z)

.fj>j€N

~1/2j | 1/2j




/ fi0 — 9(0) = (60, ¢)

/o

< 1fillillello < Cllello.

fi(z)

-2 fjv.jEN

—1/j

[ o= [ o0+ [ 5250+ [ £ 6@ - o0) - 20)
Es gilt [ f;0(0) =0, da f; ungerade ist
[Hae) = ¢@-2 5% = )
[ 510 - o0) - 20| < 1, Prea = o) .

also

Definition und Notation 1.2.2.



und
ool

7 ozt ... 0xon
p € C*(R") supp ¢ = {z, p(z) # 0}
K C R" kompakt: C¥ ={p € C™, supp ¢ C K}.

0

Definition 1.2.3.

e FEine Distribution u in Q@ C R"™ offen ist eine lineare Funktion zwischen C3°(€2)
und R mit der folgenden Stetigkeitseigenschaft: ¥ K C Q) kompakt 3 p € N und
eine Konstante Cxg > 0, so dass

Vip € CF = [(u, )] < Ck sup [[0°¢]| -

lo|<p
(p : abhingig von u und K; Ck : abhdngig von u und K.)
o Falls es ein p € N gibt, so dass fir alle kompakten Mengen K, K C €, obige
Abschatzung mit diesem p gilt, wobei C' noch von K abhangen darf, so heisst das

kleinste solche p die Ordnung von p. (ord(u)). Gibt es kein solches p, so hat u
unendliche Ordnung.

e D'(Q) bezeichne den Raum aller Distributionen in €. O

Beispiele:

e L}

lo

. f
Cx(Q), K C Q kompakt

J€). Sei @ C R"offen. f € L} .(Q) (zB. e € L (R)); ¢ €

loc loc

\ / fso' < 1l sumporl| Pl

das heisst f definiert eine Distribution der Ordnung 0.

fer’r(),p>1 = [fel, (Q)= [feD(Q)
und
ord (f) = 0.
2. M(Q) = Radon-Masse auf <.
Die Elemente aus M(£2) sind ebenfalls Distributionen der Ordnung 0.
Beispiel: Es sei N C R™ eine glatte, orientierte Untermannigfaltigkeit und wy
das Volumen auf N, das von der Orientierung von N und der von R" induzierten

Metrik auf N herkommt. Dann ist [ ~ Pwn ein Radon-Mass, also ist durch ¢ —
[y ¢wn = (u, ) eine Distribution mit ord(u) = 0 definiert, da

'/ poon| <llpllo [ o
N N




(Eine ausfiihrliche Behandlung von Radon-Massen als Distributionen findet man
im Buch von Bony auf Seite 94.)

3. Ableitungen des Dirac-Masses.
(0%4, @) = (=D p(a) ord(0%0,) = |a].
1

z°

PV (). Betrachte die bei & und —¢ abgeschnittene Funktion 1.

4.  Principal value von

f(x)
1/e
La € ’
—1/e
(v () ) ] 2500

Sei p € C§°(R) und supp ¢ C [—R, R|, dann gilt:

/ plx) o / pla)
lz|>e T R>|z[>e T

1
/ —dx =0,
R>|z[>e ¥

Ausserdem gilt

da 1/x ungerade ist.

R o) gy [ o0,
R>|z[>e T R>|z|>e x
Nun 0 0
Liecien p@) —90) Lt p(@) = ¢(0)
<Jz|< - <
punktweise und
p(x) —

0)
\1{E<m<m \ < a9l € L' (R) .



Dominierte Konvergenz (Lebesque) =

1{a§|x|§R}M . 1{|x|<R}‘P(1’) —¢(0)

v (1) o

1
<Rl = PV (—) e D(R)
xr

i (v (1)) 21

Es gilt sogar: ord(PV (1)) = 1. Betrachte die Folge ¢; € C5°(R).

und

%’(I)
1 4
1
t . t ) T

1/j 1—1/j

1 , ! 1 .
PV (=) ,¢; )| = |lim [ ¢;(z)= dx|>1log j ||

€T e—0 c €T

Es existiert daher keine Konstante C, so dass [( PV (2),¢)] < Cll¢lls fiir jedes
¢ € Cg°, das heisst, dass PV (1) nicht Ordnung 0 haben kann.

1.3 Konvergenz im Sinne der Distributionen

Definition 1.3.1. Es sei Q C R™ offen, u € D'(?) und u; € D'(2). Dann konvergiert
u; gegen u in D'(Q), das heisst im Sinne der Distributionen, falls

Vi € C3°(Q) = (ug, ) — (u, ).

Beispiel:
uj € LP, 1 <p<oo, ujﬂu in L*

Vf e LY (Q /u]f /uf

u; — u in D'(Q).

das heisst

(Man beachte, dass C3°(€2) dicht liegt in LP'(Q), p’ # 00).



Satz 1.3.2. Sei u; eine Folge von Elementen in D'(X2), so dass fiir beliebige ¢ in
Ce (), (uj,¢) gegen einen Grenzwert l, konvergiert. Dann existiert uw € D'(2), so
dass l, = (u, @).

0

Beweis 1.3.2: — vgl. Kapitel II. — wvgl. Satz von Banach-Steinhaus, wobei wir
Banachraume durch Fréchetraume ersetzen werden.

Kritischer Punkt: '
VjeN VK kompakt 3 C% >0

so dass Vp € CF gilt

(g ) < Cie D 110°¢lle: ()
lal<p;
Es konnte aber sein, dass C% — oo und dass ord (u;, K) — oco. O

1.4 Ableitungen von Distributionen

Bemerkung I.4.1. Sei f € C°(R") und sei ¢ € C§°(R"). Es sei a = (aq,...,a,) €
N". Dann gilt

la|
o f o= LA I (U B

R R ax?l P ax%” R

(Partielle Integration).

Definition - Proposition 1.4.2. Seiu € D'(Q2). Die lineare Abbildung 0

8372'
ou N__ [, %
01',- A u’ 01', ’

u u , ou
ox, ox, € D'(Q) und ord (8:&:1) =

ord (u)+ 1. O

auf D'(2)
ist wie folgt definiert:

heisst erste Ableitung in i-ter Richtung.

Beweis der Proposition 1.4.2 Sei K C €) kompakt.

3peN, 3Ck >0 [(u,9)] <Ck Y [0l

la|<p



o) =[(ear)

<o Y |2

{7
|| <p

|8|<p+1

(1.3.1)

o

Das impliziert, dass

ou
8@-

e D'(Q)

und
ou

< ord(u) + 1.

T

ord

Falls ord g—; < ordu+ 1 kommt man unmittelbar auf ein Widerspruch. O

Satz 1.4.3. Sei uy, € D'(Q) eine Folge von Distributionen die in D'(2) gegen u kon-
vergiert. Dann qilt ¥; =1,...,n:

8uk 8u

—

8uk _ 8_@ _ 8_@ . 8u

O

e D'(9). (1.3.2)

Beweis 1.4.5:

Analog fiir hohere Ableitungen (0%u, ) = (—1)1%(u, 0%p). Die Aussage von Satz 1.3.2.
lautet dann Vo € N™: 0%y, — 0%u € D'(2).

Beispiele:

1. Ist u eine C''-Funktion, so stimmen die klassische Ableitung und die Ableitung
im Sinne der Distributionen iiberein.

2. Es bezeichne
a, fir t>a

Ha,a =
0, fir t<a

die Heaviside-Funktion (vgl. Figur).



Sei ¢ € C3°(R), suppy C [-R,R] und a € [-R,R].

Hl _ H AN R 1 r__ R /
< a,a730> - < 0,0 @) - Aly>ep = —& ‘2
-R a

= ap(a) = (ade, ¥).

Das impliziert, dass
H,, = ad, .

Fir die zweite Ableitung hat man
(Har ) = —(Hg oo ) = —(ada, ¢') = —a'(a) = (ad'a, ).
Das impliziert, dass

"o /
H,,=ad, .

log(z) € L}, (R). Sei ¢ eine Funktion in C5°([—R, R)).

loc

((log |2])', ) = — / log |2] '

= lim — log |z| ¢’

=0 Je<lz<R

—& R
= lim — (/ log || g0'+/ log || go’)
e—0 -R €

~ i (—togep(- + [ E g+ [T E)

R X

Aus dieser Rechnung folgt, dass

1
log |x|' = PV (—) :
T



Satz (Sprungformel im Raum) I.4.4. Sei Q C R” offen, so dass OS2 eine glatte
n—1-orientierbare Untermannigfaltigkeit von R™ mit Orientierung v und Volumenform
waq ist. Sei f € CHQ)NCYR™MQ), und f besitze eine C'-Fortsetzung finy auf Q und
eine Cl-Fortsetzung fem: auf R?\Q (das heisst f ist stiickweise C*).

Dann gilt die folgende Formel in D'(R™).

of [of .
8xi_{8xi}+J Vi=1,...,n,

af o afint +/ afext
Oz, v/ o O; 4 R™\Q Ox; i

<J7 90> = /BQQP ﬁ 6_; (fext — fint) WoQ

wobei UV die dussere Einheitsnormale von 0) und €; den i-ten kanonischen Basisvektor
von R™ bezeichnet. O

wobei

und

Bemerkung 1.4.5. f stiickweise C' = f € L} = f definiert eine Distribution, das

loc

heisst die obige Formel macht Sinn. U

Beweis des Satzes 1.4.3

O N__ [y 90N\ _ 890__/ 890_/ ¢
<85L’Z’S0> N <f’ 8:cl> N R f@xl - Rn\Qfﬁxl Qfﬁxl
0 L. 0 Lo
= 8—fext<ﬂ + fext V- € @ waq + - fint? - € © wan
R7\Q OT; o0 Q

int
O i G}
(Integralsatz von Stokes) O

Beispiele:

1. Sein =1und f sei C' auf [a;, a;;1], wobei a; eine geordnete Familie von ¢ reellen
Zahlen ist (a; < a;y1)-




f(a¥) = lim (o £ h).

Die Formel aus Satz 1.3.3. liefert nun:
q

=1L+ [faf) - fla7)] b,
i=1

und
q

fr={f"r+ Z [/ (a) = f(a7)]6a, + > [f(af) = fla;7)] 6,

i—1
falls f stiickweise C2.

Betrachte ein Vektorfeld X auf R? mit [X| =1 und X = (a,b) auf
R? = {(z,y);y >0} und X = (—a,b) auf R? ={(z,y),y < 0}.

Q

AV A
NN

Behauptung: div X = 0 in D'(R?).

)

Beweis der Behauptung: div X = ainXl + 8%2 X, in D'(R?).
0 00X,
— X1 =<8 — 1 +J
or, 1 {8:61 }+ Lo
=0

wobel

(ir0) = / (XS~ XY 7.8, ¢ wo

0
= J; =0, insgesamt: — X; = 0. Und
8$1

wobel
<J27 <P> = / (Xém - Xént) V- € ¢ won
—————
=0

= J, =0, insgesamt -2 X, = 0 und die Behauptung ist bewiesen.

0o



Korollar 1.4.6. Rankine-Hugoniot-Bedingung: Sei Q) C R", X ein Vektorfeld
auf (R™\Q) U Q, stiickweise C*. Falls Xy - v = Xexi - v € C°, s0 st

div X = {div X}.

O
Rankine-Hugoniot- Bedingung zur Losungen der Burger-Gleichung % + %a%uz = 0 auf
R, x R. Es sei ug(z) = —sign z. Betrachtet man nun die Charakteristischen zu dieser
Anfangsbedingung, erhélt man folgendes Bild
t
/\ :E

Es sei nun u konstant auf jeder Charakteristischen. Dann ist u eine Losung der Burger-
Gleichung.

Es bezeichne

B2 = {(2,1); ¢ > 0},
RY , = {(z,t); t,x > 0},

R? | ={(z,t); x < 0,t > 0}.

u ist glatt auf R? | und glatt auf R ,. In R? | gilt

(Klassische Ableitungen!), analog fiir Ri’ . Die Anwendung des Korollars 1.3.6 liefert:

0 10 ,
—u+ ——u® =0 in D'(R?
ot T oy —0in DR,
aber nicht
ou 0
— tu—u=0"!

ot ox



Zwei Distributionen konnen nicht ohne weiteres miteinander multipliziert werden! Ist
allerdings eine der beiden Distributionen eine C'*°-Funktion, konnen wir eine Multip-
likation von Distributionen definieren. (— vgl. [.4.).

Verallgemeinerung: € C Ry x R, wobei 2 offen und glatt berandet sei, das heisst
0f) eine glatte Untermannigfaltigkeit von R, x R. Es sei ausserdem B eine offene
Kugel in R, x R. Wir betrachten nun die beiden folgenden Gebiete: €,y = BN

und B N QC = Qu. Im Weiteren nehmen wir an, uey sei eine C' Losung der Burger-
Gleichung auf Qe und w;p sei eine Losung auf ;. Um nun eine Losung in D'(R, xR)
zu erhalten, ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend (Rankine-Hugoniot-
Bedingung):

9 2 2

9,
a—i—(um—uim)y‘%—o auf 0QNB V B.

(Uext — Uint) V -

I.5 Multiplikation mit f € C'*

Definition - Proposition 1.5.1. Seiu € D'(Q) und sei f € C*(R2). Das Produkt fu
ist wie folgt definiert
Vo € G52 (Q) (fu, ) = (u, fo).

Dann gilt
fueD(Q).



Sei u; € D'(QQ) eine Folge, die gegen u konvergiert in D'(Q2). Sei f; € C®(£) eine
Folge, so dass VYK C Q kompakt

Vo= (ag,...,an) €N 0%f; — 0°f
gleichmassig auf K, dann konvergiert fyu; gegen fu in D'(Q). O
Beweis von Proposition 1.5.1 Sei K C € kompakt, sei ord (u) = q auf K. Es gilt fur
beliebige ¢ in CF°
[(fu. )| = [(u, fo)| < Cxc Y 10°(f¢)l|oo-
ler|<q
Weiter gilt, dass C, unabhangig von f und ¢ existiert, so dass
°(fy) = Z C,0"f0* "¢ (Leibnitz-Formel),
[vI<]al
wobei || < |a| bedeutet, dass v; < o Vi =1...n gilt. Das impliziert

3C" >0 Vpely [[0°(fo)ll <C D 11070l

IvI<lal

[(fu @) <C Y 10 @lloo -

|| <p

Die zweite Aussage von Proposition 1.4.1 ist eine Konsequenz des Satzes 11.2.1.



II Fréchetraume

Ziel dieses Kapitels ist es unter anderem, den schon in Kapitel I.2. erwahnten Satz
[.2.2 zu beweisen

Satz I1.0.2. Sei Q@ C R",Q offen und u; € D'(52), und es gelte
Vo € C5°(Q) = (u;, p) = L.

Dann gibt es ein u € D'(Q), so dass l, = (u, ¥).

Bemerkung I1.0.3. Es ist klar, dass l,4y = £, + 1y und Iy, = M, V@, ¢ € C5°(Q).

Da der Beweis dieses Theorems eine Anwendung des Satzes von Banach-Steinhaus fiir
Fréchetraume ist, sei hier nochmals der Satz von Banach-Steinhaus fiir Banachriaume,
bekannt aus der Funktionalanalysis I, erwahnt.

Satz von Banach-Steinhaus: Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum,

(A)aer CL(X,)Y)={A: X = Y;A linear und stetig}.

Es gelte
Vo e X :sup||Ayz|| < oo .
AEA
Dann gilt
sup |||Ax||| = sup sup ||Arz|| < oo .
AEA AEA |jz||=1

Bemerkung I1.0.4. Man beachte, dass der Beweis des Satzes von Banach-Steinhaus
auf dem Satz von Baire basiert. Des Weiteren beachte man die wichtige Folgerung aus
dem Satz von Banach-Steinhaus: Sei X ein Banachraum und sei (4;);er € X* = {A:
X — R; A linear und stetig}. Es gelte: Vo € X : A;x — [,. Dann folgt mit Hilfe
des Satzes von Banach-Steinhaus: [, = Az fir ein A € X*.

Bemerkung I1.0.5. Sei K C 2, K kompakt, und u € D’(Q2), wobei  C R"™ offen.

Vel [(up) <O 1107l = Cleler

lal<p
wobei
p=ord(u, K)
=u € (CP)".
Aber

ou ou * .
Ord(ﬁxi’K):p+1:>8—a;’ie(Cp+l) 1<¢<n.



II.1 Definition Fréchetraum, Beispiele und grundlegende Eigen-
schaften

Definition - Proposition I1.1.1. Pseudonorm / Halbnorm: Sei X ein K-Vektorraum
(oft K=R). Eine Abbildung P : X — [0,00) heisst Pseudonorm/Halbnorm, falls

i) P(A\x)=|MP(z) VAeK, VzeX (Homogenitit).
ii) P(r+y)<Px)+Ply) Ya,ye X (Dreiecksungleichung).
Fréchetraum: Sei F' ein Vektorraum und sei P; eine wachsende Folge von Halbnormen

auf F, das heisst P; < Py, so dass gilt: P(f) = 0Vi < f=0,f € F. FEs sei
d: F x F — R, wie folgt definiert

d(f,g) = Z 27 ' min{P;(f — g),1}.

d ist eine Metrik auf F. F heisst Fréchetraum, falls F' beziiglich d vollstandig ist.

Beweis der Behauptung:
a) Definitheit: d(f,g)=0< Pi(f—¢g)=0 Vie f=g

b) Symmetrie: Die Symmetrie von d folgt aus der Tatsache, dass die P; alle
Pseudonormen sind.

Vi: Pi(z —y) < Pi(z) + Pi(~y) = Pi(z) + Pi(y)
P(y — x) < Py(y) + Pi(—x) = Pi(y) + Pi(x)
= Pz —y)—P(y—2) <0 & P(z—y) < PF(y—=z)
und P(y—z)—P(r—y) <0 & P(y—2) < Pz —y)
= Pi(z—y) < By —z) < Bz —y)
= Fi(r—y) =Py — =)

¢) Dreiecksungleichung: zu zeigen

d(f,g) < d(f,h)+d(h,g) Yf g heF
Es gilt

Vi: P(f —g)=DF(f—h+h—g)
N—_———

=:a

IA

S—— Y

=:b =:rc



Falls a, b, c < 1, folgt unmittelbar
min{F;(f — g), 1} < min{F(f — h), 1} + min{Fi(h — g),1} Vf,g9,h € F.
Falls a,b,c > 1, folgt ebenfalls sofort
min{ F;(f — g), 1} < min{F(f = h), 1} + min{Fi(h — g),1} V f,g.h e F.
Falls b > 1, gilt
1< min{P(f - h), 1} + min{ B(h - g), 1}
= min{P(f —g),1} <min{P,(f — h),1} + min{P;(h —g),1} V f,g,h € F.

Analog behandelt man den Fall ¢ > 1.
Falls a > 1, gilt

1< F(f-g)
<P(f—-h)+P(h—g) = 1<min{P(f—h),1} + min{P;(h—g),1}
= min{ P (f — g),1} < min{ K(f — h),1} + min{P(h —g), 1} V f,g,h € F.
Falls von den drei Termen a,b und ¢ zwei > 1 sind, folgt analog
min{Fi(f —g), 1} < min{F(f — h), 1} + min{Fi(h — g),1} V f,g,h
Insgesamt gilt also
Vi:min{P(f —g), 1} < min{F(f — h),1} + min{Pi(h —g),1}, V fg heF,
woraus nun sofort folgt

d(f,g) <d(f,h)+d(h,g) Y f,g,h€F.

Beispiele:
1) Banachrdume (X, | - ||) sind Fréchetraume. Man setze P;(-) = || - || -

2) Essei K kompakt. C}. = {¢ € C?(K) und suppy C K}.

leller = > 1107l

la|<p

(C% || - ler) ist ein Banachraum, also auch ein Fréchetraum.



5)

C ist ein Fréchetraum fir Pi(-) = || - |

-
Beweis, dass C vollstandig fiir d ist, wobei d(f, g) = > o0y 27 min{ P(f —g), 1}:
Es sei f,, eine Cauchy-Folge in C3°, das heisst

Vi YVe>0 3INeN P(f,— fm)<e Vn,m>N.
(Dass dies richtig ist, wird mit Proposition I1.1.2. sofort klar.)

= YV a: sup |0°f,(z) — 0% fn(z)| = 0 fir n,m — oo.
zeK

Mit anderen Worten: Die 0 f,, konvergieren gleichméssig gegen ein v,. Daraus
folgt nun, dass v, stetig ist, und aus der Tatsache, dass f, € C¥, folgt, dass
supp v, C K. Nun verwendet man das folgende Resultat:

Es sei f, eine Folge C!, mit den folgenden Eigenschaften:

i)  f. konvergiert gleichférmig gegen f (es reicht sogar punktweise Konvergenz).
ii) 0, f, konvergieren gleichméssig gegen g;.

Dann ist f € C! und 9;f = g;.

Die iterative Anwendung dieses Resultats auf die vorliegende Situation ergibt:
0“vy = v,. Dadie 0* f,, gleichméssig gegen v,, konvergieren, konvegiert P;(f,—1q)
gegen Null. Da diese Uberlegungen fiir alle ¢ gelten, folgt daraus die Vollstandigkeit
von CF¥ beziiglich d.

C*(Q) ist ein Fréchetraum, wobei K; C K;41,U; K; = Q, K; kompakt.

Pip) = Y 10%¢l=ex

|af<i

Der Beweis, dass dies ein Fréchetraum ist, beruht auf dhnlichen Uberlegungen
wie im vorangehenden Beispiel. Betrachten wir nun C§°(Q2): Es gilt: C5°(Q2) =
U; C%. Wir kénnen aber nicht einfach P;(p) = >_,<; [|0%¢ = @) setzen. Das
ware zu restriktiv.

Zusammenhang mit Distributionen: Distributionen sind Linearformen auf C§°(£2),
wobei die Einschrankung auf jedes CF stetig ist.

LP

loc

() mit Pi(f) = || f|lr(x,), ist ein Fréchetraum, wobei

K, C Kiy1, UK;=Q und K; kompakt.



6) Schwartzraum S(R"). ¢ € C*(R") ist ein Element von S(R"), falls V i gilt
-/\/’2(90) = Z|a\,\ﬁ|§i ||Iﬂaa()0||oo < o0, wobei ﬁ = (ﬁl s 7671)7@ = (a1> s aan) €
N™ und Sl
BH% o = Bi ¥
raws HI T

Mit anderen Worten, ¢ fallt genug schnell, schneller als jedes Polynom ab.

7) el e S(R™).
Gegenbeispiel:

€ C®(R"), aber ———— ¢ S(R").

(1 + [af?) (1 + [2]?)

S(R™) mit P;(¢) = N;(p) ist ein Fréchetraum.
Proposition I1.1.2. Sei F' ein Fréchetraum. Dann gilt
D) f, €F mit fy - fe ViD (fa—f) — 0.
) fn ist eine Cauchy-Folge in (F,d) < f, ist eine Cauchy-Folge in (F, P;) V;.
i) Vi P, ist CV.
)V C F ist eine Ungebung von f € F, (das heisst 3 O offen, O C V, f € O),

genau dann, wenn das Folgende gilt: e >03i €N, so dass {g; Pi(f—g) <
ey CV O

Beweis der Proposition I1.1.2:
Beweis von i): f, 4, f, das heisst

A(fo, f) = 0= Vi : 27 P(fu—f) = 0= f =5 f V..
Umgekehrt: Sei e > 0, sei i so gewahlt, dass gilt 2% < 7, und es sei N € N, so dass fiir

=1 M

Das impliziert, dass

Daraus bekommt man die folgende Abschétzung

W~ ™

d(faf) = 2" 'min{P(fn — f), 1}

=> 2'R(fu— N+ D 2 min{P(fn - ), 1}
=0

l=i+1

: 13 > 19 .
< 2-1Z 27l<o. T 497 <o,



Beweis von ii):  f, ist eine Cauchy-Folge in (F,d), das heisst
Ve>03dNeN, so dass Vm, >N d(fn, fi) <e¢
das heisst .
> 27 min{Pi(fm — fi), 1} <&
i=0
Das impliziert insbesondere, dass
Vi Pi(fm — fi) <2

Wihle nun &’ = e - 277, damit folgt fiir festes ¢ : Pi(fn — fi) < e. Da wir fiir jedes
feste i ein geeignetes &’ wihlen konnen, so dass P;(f,, — fi) < e, zeigt dies, dass f,, eine
Cauchy-Folge ist fiir jedes (F, ;).

Umgekehrt sei € > 0, Vi gilt dann

INeN, so dass Vm,l >N : P(fn fl)gi
Sei ausserdem 4 so gewahlt, dass gilt 27¢ < 7- Dann gilt
A(f: fi) = 22 Jmin{ Py(fn — f1),1}
= Zz—j Pi(fm = f)+ Y 27 min{Py(fu — £).1}
j=0 j=it+1
<Zz Iz 4 Z 277 <2 Z+2—i<g

j=i+1

Die drittletzte Ungleichung gilt, da Vk <1 : Py(fm — fi) < §. Dies zeigt, dass aus f,
eine Cauchy-Folge fiir alle (F, P;) folgt, dass f,, auch eine Cauchy-Folge ist fiir (£, d).

Beweis von iii):  Man beachte die Charakterisierung von Stetigkeit in metrischen

Réumen durch Folgen: P ist stetigin f < V Folgen f,, mit f,, — f gilt: P(f,) — P(f).

Sei also f, eine Folge in (F,d), die gegen f konvergiert. Aus i) folgt fiir beliebige
Pi(f, — f) — 0. Daraus folgt

\Pi(fa) = (N < Pi(fu = f) — 0.

Da diese Uberlegungen unabhéngig von der Wahl der Folge f,, sind, folgt, dass P; stetig
ist in f. Da sie aber auch unabhéangig sind von f, folgt, dass P; iiberall stetig ist.

Beweis von iv): Sei V eine Umgebung von f € F. Dann existiert » > 0, so dass
B,.(f) C V, das heisst, dass Vg € F mit d(f,g) < r gilt g € V. Sei i so gewahlt, dass
27" < L. Sei weiter h € F, so dass P;(h — f) < 4. Da die P, eine wachsende Folge
bilden, gilt

Vj<i:Bh—) <1



Damit erhalt man

d(h, f) = Zz—j min{P;(h — f),1} + Y 27 min{P;(f — h), 1}

j=it+l

: r o . 2r )

- —J —i

< E 2 1 + | E 277 < 1 +27'<r
7=0 Jj=i+1

und das impliziert, dass

{hi P(h-f)<}cV.

Sei umgekehrt € > 0 und i € N,e < 1. Sei weiter V' D {g, P;(f — ¢g) < €} und sei h, so
dass d(f, h) < 27%. Daraus folgt, dass

27 'min{P(f — h),1} < 27"

dies impliziert, dass
P(f—h)<e

Damit gilt

he{g; Bi(f—g) <e}
Somit haben wir gezeigt, dass By-i. (f) C V. Daraus folgt, dass V' eine Umgebung
von f ist.

Proposition I1.1.3. (Stetigkeit linearer Abbildungen zwischen Fréchetrdumen)
Es seien (F, (P;);) und (F',(P});) zwei Fréchetriume. Es sei A eine lineare Abbildung

A:F — F'. Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent

i) A st stetig in 0.
i) A ist dberall stetig.
iii) Vk € N 3 C, eine von k abhdngige Konstante, i € N, so dass
Vf e P Pl(Af) < Ci P(f)

Beweis 11.1.3: ii) impliziert i), diese Tatsache ist klar.

Beweis von i) = iii): A(0) = 0 wegen der Linearitit. A ist stetigin 0 & A=Y(U) =V,
wobei U eine Umgebung von 0 ist in /7 und V' eine Umgebung von 0 ist in F'. Unter
Verwendung von Proposition 11.1.2 iv), kénnen wir dies wie folgt umschreiben. Fiir

VEeN de>0, dieN

so dass gilt
A7 ({g: Pllg) < 1}) D {fs PP < ).

Fiir alle f € F mit Py(f) = g gilt

Fi(Af) <1=2R(})



Aus der Homogenitit der Pseudonormen folgt nun, dass die obige Ungleichung fiir
beliebige f in F gilt.

Beweis von iii) = 11): Es geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige f in F' und beliebige
Folgen f, in F' die gegen f konvergieren, gilt: Af, — Af. (Charakterisierung der
Stetigkeit durch Folgen)

fo=5f = P(fu—f)—0 Vi
iii) besagt, dass dann Vk : P] (A( fo—1F )) — 0, das heisst
Vk e N P (A(fn) — A(f)) — 0.

(Aus der Dreiecksungleichung folgt: Pi(A(f,)) — Pi(A(f)).) Mit Proposition I1.1.2.i)
folgt schlussendlich

A oy AG)

o

U

Proposition I1.1.4. Sei 2 C R™ Q offen. Die Distributionen auf €, das heisst die
Elemente von D'(Q2), sind die linearen Abbildungen zwischen C§° und R, deren Ein-
schrankungen auf C3, wober K C ) kompakt ist, stetig sind.

Beweis 11.1.4: Wir beniitzen Proposition I1.1.3, wobei F/ = R und P} = | -|. w ist
eine stetige Abbildung zwischen C'%f und R V K C ), K kompakt, genau dann, wenn

JieN, 3C>0:u(f)] <CP(f),
das heisst

3ieN,3C>0VK CQK kompakt: [u(f)] < C Y |0 f]lr=x0)-

jaf<i

Definitionsgemass ist v dann eine Distribution und Proposition 11.1.4 folgt unmittel-
bar. U

I1.2 Der Satz von Banach-Steinhaus fiir Fréchetraume

Satz I1.2.1. Seien (F, P;) und (G, Qy) zwei Fréchetriume. Sei L,, eine Folge stetiger,
linearer Abbildungen L, : F — G, so dass Vf € F L,(f) in G konvergiert. Dann
existiert L : ' — G stetig und linear, so dass Vf € F gqilt: L,f — Lf. Sei f, eine
Folge in F', die gegen f konvergiert, dann konvergiert L., f,, gegen L f. O



Anwendung des Satzes 11.2.1:

C5°(Q) = U CF
Kco,K kompakt

Sei L,, eine Folge von Abbildungen L, : C§° — R, so dass die Einschrankung von
L, aut C3 stetig und linear ist VK, K C 2 kompakt. Den Beispielen in Kapitel II.1
entnehmen wir, dass sowohl C'¢% als auch R ein Fréchetraum sind. Aus Proposition
I1.1.4 folgt, dass L, € D'(2). Falls nun (L,, ¢) Vo € C*(Q) konvergiert, folgt aus
Satz 11.2.1, dass es ein L € D'(Q2) gibt, so dass gilt

(Ln, 0) = (L, )
Dies liefert also den ausstehenden Beweis von Satz 1.2.2.
Beweis des Satzes I1.2.1 : Fir alle p € N bezeichne
={feF;, VneN: Qu(L.f) <p}, keN

Behauptung 1: C, ist abgeschlossen.

Beweis von Behauptung 1:

Cp=nen Cr, wobei C ={feF;Q(Lnf) <p}

= (@ o Ln)H([0, p])

Gemaiss Voraussetzung ist L,, stetig. Ausserdem wissen wir aus Proposition I1.1.2
iii), dass Qy stetig ist. Daraus folgt, dass Qy o L,, ebenfalls stetig ist. Damit ist
(Qk o L,)~*([0, p]) abgeschlossen und C,, ist ebenfalls abgeschlossen, da beliebige
Schnitte abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

Behauptung 2: |J Cp=F

peEN

Beweis von Behauptung 2: L, f konvergiert nach Voraussetzung fiir jedes f € F.
Daraus folgt, dass Qx(L,f) fiir jedes f € F konvergiert. Das impliziert, dass
Qr(L, f) gleichméssig beschrankt in n ist. Das heisst, dass

Vie FdpeN, sodass VneNQy(L.f)<p
= UC’,,:F.
peEN

Aus dem Satz von Baire folgt nun, dass es ein py € N gibt, so dass Cpo 7& 0. Sei
fo € Cpo Es ist dann klar, dass Cpo eine Umgebung von fj ist , da fy € Cpo und
Cpo offen ist. Aus Proposition 11.1.2 iv) folgt

de>03joeN, sodass {f; P,(fo—f)<e}CCp .



Behauptung 3: {h ; Pj,(h) < 5} C Cp,.
Beweis von Behauptung 3: Es sei h so gewahlt, dass gilt Pj,(h) < §. h ldsst sich

schreiben als
_ fo+2h — fo

" 2

Es gilt
i) —fo€Cp:
fo € Cp,, das heisst Vn € N: Qx(Ly,fo) < po.
Lo(=fo) = —Lnfo= Vn € N: Qx(—Lnfo) = Q(Lnfo) < po

= —fo c CPO'

11) fo+2h e Cpoi

Pjo(fo = (fo+2h)) = 2Pj(h) <& = fo+2h € Gy,

iii) ), ist konvex. Seien f, g € Cp,.
Vte[0,1] gilt tf+(1—1t)ge Cp, denn

Qr (Lu(tf + (1 =1)g)) < tQx (Lnf) + (1 —1) Qk (Lng)
< tpo + (1 —t)po = po.
Aus i), ii), iii) folgt, dass h € C,,, woraus sofort Behauptung 3 folgt. Insgesamt folgt

nun fiir alle h € F mit Pj(h) = £, dass gilt Vn € N : Qi(L,h) < po. Schliesslich
liefert die Homogenitat der Pseudonormen

4
Vhe F VneN Q (th)g%zaj(h).

Aus der Stetigkeit von @), folgt, dass
4
Qu(Lh) < % Py(h) VheF

Nun folgt aus Proposition I1.1.3, dass L stetig ist, da die obigen Uberlegungen un-
abhangig sind von k € N. Linearitat von L ist klar, man vergleiche dazu die Bemerkung
zum Satz [.2.2. am Anfang dieses Kapitels.

Beweis der zweiten Aussage des Satzes: Zu zeigen ist, dass d'(L, f,, Lf) — 0.
Da d’' eine Metrik ist auf G, folgt aus der Dreiecksungleichung

d' (Lnfn, Lf) < d(Lnfn, Lnf) +d' (Lo f, Lf).



Dabei konvergiert der zweite Term auf der rechten Seite gegen Null, da L, f gegen
Lf konvergiert. Da nach Voraussetzung auch f, gegen f konvergiert, folgt aus der
Abschéatzung

Qk(Ln(fn - f)) < CPjo(fn - f):
dass auch der erste Term auf der rechten Seite gegen Null konvergiert.

Insgesamt folgt also, dass
d'(Lpfn, Lf)

gegen Null strebt. Damit ist auch die zweite Aussage des Satzes bewiesen.



III Faltung von Distributionen und das Losen einiger
linearer, partieller Differentialgleichungen

III.1 Faltung von Funktionen

Satz II1.1.1. Sei f € L*(R"), sei g € LP(R"),1 < p < oo. Dann ist f xg(x) :=
Jan @ —y)g(y) dy in LP(R™). Ausserdem gilt

fle=y)gy)dy= | fly)g(z —y)dy = g* f(x).
R R
Beweis II1.1.1 : Siehe Skript von M. Struwe zur Analysis III, Seite 63f.
Satz I11.1.2. Sei f € L}, (R"), sei g € CY(R™). Dann ist f xg € CP(R™) und fiir alle

loc
aeN" ol <p gilt
O (f+g)=fr0%.

Beweis II1.1.2: siehe Bony, “Cours d’Analyse”, Seite 78.

Als Beispiel betrachten wir die Glattung: Sei x € C§°(B1(0)) mit [, x = 1 und sei
g € C°. x. sei wie folgt definiert

1 =z
c = —x(—),e > 0.
(@) = Zx(),e

Xe hat die beiden Eigenschaften

/ Xe=1 Ve>0

Xe — 0p in D'(R").

und

Dann gilt
) = [ xule =)o)~ o0
punktweise und aus dem Satz I11.1.2 wissen wir
Xe x g € C™.
O

Satz III.1.3. Sei x € C°(B1(0)),B1(0) € R", mit [, x = 1. x.(x) sei wie folgt
definiert: x.(z) = Zx(%), € > 0. Dann gilt

£



i) Sei fe LP(R"), 1 <p<oo. Dann gilt X.* f , f.

i) Sei fe Ll (R"), 1<p<oo. Dann gilt X.x f 2o f.

loc

i) Sei f e C™(R™). Dann gilt .+ f & VK CR*, K kompakt.

Beweis II1.1.3: siehe Bony, “Cours d’Analyse”, Seite 80f.

Gegenbeispiel fir p=oo: Sei f € L*®(R™). Aus Satz I11.1.2 folgt, dass y. x f € C™.
Nehmen wir an, ||x. x f — f|loo — 0, was dquivalent dazu ist, dass x. * f gleichméssig
gegen f konvergiert, folgt daraus, dass f stetig ist. Dies ist aber ein Widerspruch, denn
es gibt in L*°(R™) sehr wohl Funktionen, welche nicht stetig sind, z.B. charakteristische
Funktionen. O

II1.2 Der Trager einer Distribution

Definition - Proposition II1.2.1. Es sei Q@ C R™, Q offen und es sei u € D'(Q).
Es gibt eine mazimale, offene Menge w C Q, so dass Yo € C°(w) gilt (u,) = 0.
Wobei Maximalitdt im folgenden Sinn zu verstehen ist: Falls fir ein w' offen mit
wCw VoeCFWw) (u,@) =0 gilt, so folgt daraus w = w'.

w® = Q\w heisst der Trdger von u. O

Fiir den Beweis der obigen Behauptung benétigen wir die beiden folgenden Lemmata.

Lemma II1.2.2. Es sei K C R", K kompakt, es sei weiter U C R", U offen mit
K C U. Dann gibt es ein © € C§°(U) mit den folgenden Eigenschaften:

0<Be<L 1.

©=1auf K.

Beweis des Lemmas II1.2.2: Setze d := dist(K, U¢). Wihle nun ¢ so, dass 3¢ <
dist(K, U°). Ausserdem sei x.(z) wie fogt definiert

1 falls dist(x, K) < ¢,

Xe(x) :=
0 ,sonst

Weiter sei g € C™ so gewahlt, dass supp g C By(0) und [, g = 1. Dass es méglich
ist, ein solches g zu wahlen, zeigt das folgende Beispiel:

e‘ux|—1>2lux|+1)2 falls |z| < 1,
g(x) =
0 sonst



Nun setzen wir

F(2) = (x % 9.)() = / xe(¥) ge(x — ) dy,

1 x
oi(a) = o (7).
Damit ist f € C>, da x. € L'(R") und g. € C§°(R™). Es bleibt noch zu zeigen

wobei

i) f(x)=1lauf K
ii) f(x) =0 ausserhalb von U

Beweis von i):
supp g C B1(0) = supp, g-(z) C B.(0),

da .
g:(2) A0 || <1
und
SUPPy ga(x - y) C Be(x)>
da

gz —y) #0 & |z —y|<e.

Daraus folgt fiir x € k : g.(x — y) # 0 nur falls |z — y| < &, woraus sich sofort das
folgende Resultat ergibt

[ xwate—n= [ sle-n=[ go-1

Beweis von i1): Aus 1) ist bekannt: supp, g.(x —y) C B.(x). Da x € U® und aus der
Wahl von ¢ folgt nun sofort

/ Ne@)ge(x — ) dy =0, da Bu(z)NK. = {z € R" dist (2, K) < &} = 0.

Das so konstruierte f ist gerade das gesuchte ©.

Lemma IT1.2.3. (Existenz einer Zerlegung der Eins). Essei K C R", K kompakt
und es sei O, ...,0p eine offene Uberdeckung von K, das heisst K C UZ 104, 0;
offen. Dann gibt es ©; € C(0;) mit 0 < ©; <1 und 3.7, 0, = 1.

Beweis I11.2.3: Gemaéss Lemma I11.2.2 gibt es fiir jedes O; ein f; mit den folgenden
Eigenschaften:

o fi € C°(0y)
‘Oﬁfiﬁl

o fi=1auf (OiﬁK),



wobei
U :={zeU | dist(z,US) >e}.
P
Dabei ist € > 0 so gewéhlt, dass gilt K C U O,. Die Existenz eines solchen ¢ wird
durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt. -
Setze nun
fi(z)

———— fallsz € O,

0;(z) = Zf:l fi(x)
0 sonst
Es ist nun einfach einzusehen, dass die so definierten ©; das Gewtinschte liefern. [

Beweis der Proposition II1.2.1: Nun sind wir in der Lage, Proposition II1.2.1 zu
beweisen. Es bezeichne

I:={0|0 CR",0 offen V¢ e C;°(O) : (u, p) =0}

und w = (Jye; O. Als Vereinigung offener Mengen ist w offen. Sei nun ¢ € C§°(w).
Es bleibt noch zu zeigen (u, ¢) = 0. Es sei K der Trager von ¢. Es gilt somit

KCw:UO.

Oel

Da K kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung von K durch Elemente aus
I, das heisst 4 Oq,...,0p € [ mit K C Ule O;. Gemiéss Lemma II1.2.3 gibt es eine

Zerlegung der Eins, ©;,i = 1,..., P mit Zf’; O, =1 auf K und supp ©; C O;. Es
folgt nun:

P
© = Zapi, wobei  @; = 0,p € C;° (0;).
i=1
Da O; € I folgt: (u, ¢;) = 0, woraus wegen der Linearitdt sofort die Behauptung

(u, ) = 0folgt. Ausserdem ist aus der Definition von w klar, dass w im oben erwihnten
Sinn maximal ist.

Notation III1.2.4. £'(2) bezeichne die Menge der Distributionen aus D'(§2) mit kom-
paktem Trdager.

Beispiele:
i) do: suppdo={0}
i) 0% : supp 0% = {0}

Satz II1.2.5. Die Elemente aus E'(2) haben endliche Ordnung, das heisst Yu €
E'(2) 3 peN so, dass

Vo € CR(QIC: [{u, )| <C Y [1070ll

|| <p

wobei p < 0. 0



Beweis des Satzes I111.2.5: Es sei K = supp u.
Nun definieren wir

1 dist(x,09) falls 2 einen Rand hat,
Vee K r,:=
1 sonst .

Es gilt nun, dass J, ., By, () eine Uberdeckung von K ist. Da K kompakt ist, gibt
es eine endliche Teiliiberdeckung, das heisst

K | B, () (ri =ra,).

i=1

Fir O = ", B,,(z;) gilt nun, dass O C Q und O kompakt: Es ist klar, dass
O abgeschlossen und beschrinkt ist. (Man beachte, dass K selbst kompakt, also
abgeschlossen und beschrankt ist.) Auf Grund der Definition von 7, ist ebenfalls sofort
klar, dass O C €. Gemiss Lemma II1.2.2 gibt es ein © € C5°(O) mit © = 1 auf K,
supp © C O und 0 < © < 1. Sei nun ¢ € C§°(2). Wir kénnen ¢ folgendermassen
umschreiben

p=00p+(p—6p).

Da p—0¢ € C5°(Q\K) folgt nun: (u, ¢—O¢) = 0. Somit haben wir: (u, ) = (u, Oy)
und Op € CF°(0), suppOp C O. Es sei nun ¢ die Ordnung von u auf O, das heisst

[(u, ©p)[ < C Y 07O ) (1)

lo|<q
Die Leibnitz-Formel liefert

0*(Op) = CLOpd* O,

7<a

Da der Beitrag von 9770 in (1) nur von 6, O und u abhéngt, gibt es eine Konstante
", so dass gilt:

(s @)l = [(u, ©p) < C' Y 107 los -

la|<q

Dies zeigt, dass ord (u) < q. Andererseits folgt aus der Definition von ¢ auch, dass
ord (u) > q gilt. Damit ist der Beweis fertig. O

Proposition II1.2.6. Es sei u € () und p sei die Ordnung von u. Es sei weiter
p € C§(R), so dass 0% = 0 auf suppu fir beliebige o mit || < p. Dann gilt:

(u, ) =0.

0

Beweis der Proposition I11.2.6: Falls suppp C (suppu)€, ist aus der Definition von
suppu klar, dass gilt (u, ) = 0. Es sei nun K = suppu, K kompakt. Ausserdem sei



1 x € Ky (),
1K25 ($) =
0 sonst

wobei
Ky, ={z; dist(z, K) < 2¢}.

Wir setzen 1. = 1k, * X, wobei wie tiblich

Y € C(Bi(0)), / x=1 wd x.(s)=—x (3).

n en €

Ausserdem gilt fiir £ klein genug
Y. € CF°.

(Aus Satz I11.1.2 ergibt sich 1. € C'*°.) Die Tatsache, dass 1. einen kompakten Trager
hat, folgt unmittelbar aus der folgenden Behauptung:

Behauptung: . =1 auf K. ={z; dist(z,K) <&}
Y. =0 auf Kf und
supp e C Kae.

Beweis der Behauptung: Sei

re Ko vo) = [ L it — o)y

supp x C B1(0) = supp. x-(z) C B-(0)

= suppy X:(z —y) C B:(x).

Da x € K., muss y € Ky, wenn x.(x — y) # 0 sein soll. Daraus folgt

[ e —n = [ xte—9) =1

Sei nun z € K. Es folgt nun sofort

Ve(x) = / L,. (y)x-(z — y)dy = 0,
da
B.(z) N Ky = 0.
Es folgt nun auch sofort, dass supp . C Ks..
Als Nachstes schreiben wir ¢ als
=P+ (1 - 1/’5)90-

Da supp (1 — o) C K¢ gilt, folgt (u, (1 —.)p) = 0. Daraus wiederum folgt
(u, p) = (u, 1.). Das Weitern gilt

10%¢e] o0 < Cog™l!:



Aus Satz I11.1.2 wissen wir
8a(1K25 * X5) = 1K2s * 8QX€

und
Oxe = e TN07x) = 0°Xe |l = e TIC,
Daraus erhalt man obiges Resultat.

Nun seien z € Ks.,y € K und es sei |x — y| < 4e. Taylorentwicklung um y liefert nun
fir alle v mit || < p.

ho— he=
Do(x)=dely)+ > 0° + 0’
plx) = 0p(y) 2 W) o |5:Zp+1 28 B
wobei
Pt
al  agl. !
und

=y =(h,... hn), B =h3 - RO

Daraus erhalt man
1070 || 1o (i) < Ce?™ 7N da voraussetzungsgemiss 7o =0 V|y| <p.

(Es gilt sogar: C, = ||¢||cs+1.) Schliesslich gilt

|<uv SO>| = |<uv SO@ZJEH < C Z ||aa(90wa)”L°°(Q)

laf<p
=C- Z Z 1070l oo (k) 107 Yey o Oy
lal<p y|<|el
<C Z O epti=lal <Cuu-c.
o <p

Da diese Uberlgungen fiir alle € > 0 richtig sind, folgt nun die Behauptung (u, o) = 0.
0

Korollar IT1.2.7. Es sei u € D'(R"), so dass suppu = {0} und ordu = p. Dann gibt
es C, € R fiir alle v mit |y| < p, so dass gilt

u="Y_ C,d.

[v1<p

O

Beweis des Korollars 111.2.7: Jedes ¢ € C§°(R"™) kann mit Hilfe der Taylorentwicklung
wie folgt geschrieben werden

SO(ZE) = Z ny 8’\/ QO(O)ZL’A/ + T(l’), WObei :[jﬁ/ = {L‘;Yl .. .x;yln'



Es gilt 97 r(0) = 0 fiir |y| < p. Andererseits kann ¢ auch dargestellt werden als
¢ = [x + (1 = x)]p, wobei x € Cg°(B1(0)) und x = 1 auf B;/3(0). Daraus folgt
unmittelbar: (u, (1 — x)¢) = 0. Nun haben wir

xe =Y Cd"o(0) xa” +xr .
IvI<p
Auch hier gilt
(rx)(0) =0 Vv <p,
woraus wegen Proposition I11.2.6 folg (u,rx) = 0. Schliesslich gilt

(u,0) = (u, x ) <205‘” xrﬁ”+r><>

IvI<p

< ZC e X$V> (u,rx)

IvI<p

=" G (0)(u, x27) =Y L o (0)

[vI<p [vI<p

=) Cl{d0, 7 )

IvI<p
Und das impliziert die Existenz einer Konstanten Cﬁ; so, dass

u=>Y_ Clé .

[vI<p

II1.3 Faltung einer Distribution mit einer Cj°-Funktion

Definition - Proposition II1.3.1. Es sei u € D'(R") und es sei p € C(R™).
Fiir alle x € R™ definieren wir
ux (@) = (u(y), ¢(z — y))y, cge-
uxgp e C™,
Va = (aq,...,0,) € N?

qgilt

O (uxp) =u*xd% = 0ux .
Falls uw € E'(R™), gilt

u* @ € Ci°(R")

und

suppux @ C suppu + supp p.



Beweis der Proposition I11.3.1: Vx € R™ ist y — p(z — y) in C§°(R™). Daher macht
(u, p(z —-)) Sinn.

Behauptung 1: ux @ € C°(R™).

Beweis: Sei xp € R” und sei € By(zp). Dann gilt supp, ¢(z —y) C K, wobei K
kompakt ist. Ausserdem sei K so gewahlt, dass gilt

r—y€ suppp = y&€ —suppyp+ Bi(xg) C K,

wobei K unabhéngig ist von = € Bi(xg). Es sei nun p die Ordnung von u auf K. Es
gibt weiter eine Konstante C,, x > 0, so dass gilt

[(u, (= y)) = (u, p(x0 = y))| = [u, p(z = y) = p(z0 — )]

< Cur D 105 (p(x =) = p(x0 = )l

la|<p

<Cur > [0%0(x =) = 0" p(w0 = )|oo-

|| <p
Da fiir alle o in N” mit |a| < p gilt 0%p € C'(suppp), folgt daraus
Vz,t € R* : [|0%(2) — 0%p(t) || < Colz — 1],
Insgesamt gilt folglich

[(u, p(x =) = (u, p(x0 = y))| < Cukplr — o,

woraus sofort folgt, dass (u,p(x — -)) = u * ¢ stetig ist und die Behauptung 1 ist
bewiesen.

Als Nichstes werden wir zeigen, dass ux ¢ € C' und dass gilt
dp ou

Wir nehmen an, dass h € (=1,1) h # 0 und dass

O (urp) =

o
suppy P(o + he; —y) C K, suppy p(zo —y) C K, suppy o= (w0 —y) C K
und ausserdem sei p die Ordnung von v auf K. Dann gilt

(¢ (w0 + hes = ) = (w 9z —9))) <u 9 o —y>>'
’al'i 0

h
_ |uxplzo + hei) —uxp(xo) 9 B
= : u, axi‘p(% Y)
0%p(xg+he; —-) —0%(xg — ) o
< Cu,K Z ! h . - axlay QO(.TO - ) .

la|<p



Unter Beachtung der Tatsachen, dass

zo+he; —y =10 —(y—hei), 0y,0)0(x0—y) = —0,,050(xg — y)

und
(2o — ')||C’P+2(Rn) < C < o0,

da ¢ kompakten Trager hat, folgt

< llellerra@nyh,

9p(wo — (- — hey)) — Oplay — )
h

+@@@m—w

oo

denn es gilt

920 (o — (- — he,)) — Bpl(wy — )

+ 0, 80‘@(360—-)“

h Yi Yy
1
= ||—0,,0%o(x — ) + ST Y (7 — Vel
’ Y ( ) ; ( 0 )(ﬁ _ O./)'
181>]al+2
[B]|<p+1
1
1) 0;—ai—1 fo _ .
|6|=p+2 00
< leller+z @n) h.
Daraus folgt
u*@(xo+ hey) —u* (o)
—UuU* — 0.
Dies wiederum impliziert, dass %(u * ) existiert und die folgende Gleichung gilt
0 0
a$i(u*go) =ux a;i.

Aus der Definition der Ableitung einer Distribution folgt nun auch sofort, dass ausser-

dem gilt
U * 0,-(2 u | *
0"~ \ oy, 7

Aus der schon oben bewiesenen Behauptung folgt, dass u* g—;j € C°, woraus folgt, dass

uxp € C'. Um zu zeigen, dass ux ¢ € C?, geniigt es zu zeigen, dass u* g—i € C1, dies

geschieht analog zu den oben ausgefiihrten Uberlegungen. Durch iteratives Vorgehen
erhalt man schliesslich die Behauptung, dass ux ¢ € C*° und dass Va € N” gilt

O(uxp) =u*x0% = 0%ux .



Noch eine klarende Bemerkung zur letzten Gleichung

u*@M@0=<MW€$y$—w>=<M@w{%ﬂx—w>=<§;@%¢@—y»-

Das impliziert, dass

0 (1% ) . X% 0 .
u =u = U .
ox; v ow; 0 yi 4
Daraus erhalt man die Behauptung fiir allgmeines a durch Iteration.

Im Folgenden sei u € £'(R™). Es sei weiter 2 € (supp u+ supp ¢)¢ und es sei y € supp u.
Behauptung 2: Unter obigen Voraussetzungen ist ¢(z —y) = 0.

Beweis der Behauptung 2: Annahme: p(x —y) # 0. Dann folgt unmittelbar, dass
x —y € suppy. Woraus aber folgt: x € suppp + suppu, was im Widerspruch zur
Voraussetzung steht. Dies zeigt, dass gilt supp(ux ¢) C suppu + supp . Es ist also
auch klar, dass u x ¢ € C§°(R"). Das schliesst den Beweis von Proposition II1.3.1.ab.

Proposition II1.3.2. Es sei u € D'(R") und es sei p € C(R™).
Dann gilt V¢ € C§°(R™)
(ux @,) = (u, x ),

wobes
p(r) = p(—2)
U
Lemma II1.3.3. Es sei u € D'(R") und es sei p € C(R™ x R™). Dann gilt
i) (u(y), o(z,y)) € C=(R").
i) 07 ((u, o(x,-)) = (u, Oep(x, ).
i) [ ey = et
U

Beweis des Lemmas II1.3.3: Die Beweise von i) und ii) verlaufen analog zum Beweis
von Proposition II1.3.1. Fiir iii) beniitzt man ii) und die folgende Tatsache

e [t et = (o
(= vgl. auch Bony, “Cours d’Analyse”, Seite 131 f.) O

Beweis der Proposition II1.3.2: Aus Proposition I11.3.1 folgt, dass u x ¢ € C*(R"™) C
L} (R™). Somit definiert u % ¢ tatsichlich eine Distribution, es gilt also:

loc

wrgw) = [ wne@i@) = [ el - o)



denn
[ ureta)vta) = [ futo),ele =) ote) = [ (o). oo - ) i)

Anwendung von Lemma I11.3.3 iii) liefert:

[t =ne) = (u. [ plo=nvw) = (ut. [ ety 0)0w)

= (u(y), p x ¥(y)).
0

Korollar I11.3.4. Es sei u € D'(R™). Dann gibt es eine Folge u; € C*°(R"), so dass
u; — u in D'(R™).

Beweis von Korollar IT11.3.4: Es sei x € C§°(B1(0)), so dass [, x = 1. Es sei weiter
g; eine Folge, die gegen Null konvergiert. Wie iiblich setzen wir

1 2
) = (—) |

Proposition II1.3.1 besagt, dass
uxxe, € C™.
Behauptung 1: ux x., — u in D'(R").

Beweis der Behauptung 1: Es sei ¢ € C§°(R"). Dann besagt Proposition I11.3.2, dass
gilt
<ui7 (p) = <U*X€“ 90> = <u7 )v(ez' * ()0> )

. 1 [z 1 —z
Xe(2)==X|— ] == x :

wobei

Und es gilt

Aus den Satz I11.1.3 folgt ausserdem
VK CR", K kompakt VpeN ¢, =x., *¢ — ¢in CP(K). (1)
Als Néchstes untersuchen wir die folgende Frage
(U, i) — (u, ) 7 (2)

Dabei sind ¢; und ¢ Elemente aus C5°. (Dass ¢; € C§° folgt aus Satz II1.1.2 und
der Tatsache, dass xy € C§°(R™).) Diese Frage kann jedoch nicht ohne Weiteres pos-
itiv beantwortet werden. Auch wenn (1) gilt, muss (2) nicht unbedingt gelten. Der



springende Punkt ist der Trager von ;. Gilt supp ¢; C K, wobei K kompakt und un-
abhéngig von i ist, gilt (2). In der Tat kann man in diesem Fall ndmlich |(u, ¢;)—(u, @)|
wie folgt abschatzen

[, @i = (s @) < Cue Y 107 (i = D)oo = Cuicllps = ¢llov

Iv|<p

und da ||¢; — ¢||cr gegen null strebt , bekommt man (2). In unserem Fall gilt

SUpp Xe, * ¢ C supp Xe, + suppp C B, (0) + suppy C K.
Daher gilt
(U, Xe, * @) = (u, @),
das heisst die gesuchten u; € C*° sind gerade die u * x,. O

Diese letzte Proposition zeigt somit, dass die Faltung einer Distribution mit einer C§°-
Funktion eine “natiirliche” Operation ist: Wir konnen Eigenschaften von Distributio-
nen beweisen, indem wir von bekannten Funktionen ausgehen und dann zum Limes
iibergehen. Ausserdem sieht man, dass man mit den Distributionen nicht ein viel zu
grosses Objekt von verallgemeinerten Funktionen definiert hat. Schliesslich kann D’
auch als der kleinste Raum angesehen werden, der die glatten Funktionen und ihre
Limites (im Sinne der Distributionen) enthélt.

Als Néchstes betrachten wir Translationen. Es sei ¢ € C5°(R™) und es sei a € R™.
Dann ist die Translation 7, wie folgt definiert 7,¢(x) := ¢(x — a). Analog geht man

fur Distributionen vor.

Notation II1.3.5.
Yu € D'(R™) : {1au, ) := (u, T_qtp).

Proposition II1.3.6. V u € D'(R") Vp € C(R™) VYa € R" gilt

To(u* ) = (Tu) * © = u* Top.

Beweis der Proposition II1.3.6:
Ta(ux @(z)) = uxp(z —a) = (uy), ¢z —a—y))
= (u(y), p(z—(y+a)))
= (u(y), Tap(z —y))

= (rau(y), p(r —y))



Bemerkung I11.3.7. Es sei u € &'(R™) und U : C{°(R™) — C§°(R") sei die folgende
Abbildung: U : ¢ — uxp. Es ist sofort ersichtlich, dass U linear ist. Aus Kapitel 1T wis-
sen wir C§°(R™) C C*(R"), wobei (C*, F;) ein Fréchetraum ist mit Pi(f) = || f{|ci(x,)
wobei K; kompakt, K; C K;,; und U; K; = R". Dann ist U‘cgo stetig.

Dies fithrt uns zum folgenden Satz.

Satz I11.3.8. Es sei U € C°(C§°(R™), C5°(R™)) linear und kommutiere mit der Trans-
lation, das heisst
Uty = 1 Uep.

Dann gibt es ein u € E'(R™), so dass gilt

Up=uxe.

Beweis des SatzesIIl.3.8: vgl Bony “Cours d’Analyse”, Seite 139. Satz 7.3.2.

II1.4 Faltung zweier Distributionen

Definition - Proposition II1.4.1. (Erweiterung der Dualitdt)
Es seiu € E'(Q), es sei § € CF(Q), so dass § = 1 auf suppu. Dann definieren wir
Vo € C™(Q)

(u, p)er oo = (u, p)pr cso.

(u, ©)gr oo ist unabhdingig von der Wahl von 6.

Beweis der Proposition II1.4.1: Es seien 0,6" € C5°(2) mit 0 = ¢ =1 auf suppu.

Dann gilt
(u,0p) — (u,0'¢) = (u, (0 — 0")p) =0,
da
0—0 =0 auf suppu,
also

0—0 € C((suppu)©).

Definition - Proposition I11.4.2. Es sei u € E'(R") und es sei p € C*°(R™). Dann
definieren wir

ux () = (u(y), ¢lx—y)).
Es gilt

i) uxpeC™.

i) 0%u*xp) =uxd% = (0%u) * ¢. O



Beweis I11.4.2: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Proposition I11.3.1, zumal

Satz I11.2.5 besagt, dass ord(u, R™) < oo.

Definition - Proposition II1.4.3. (Faltung zwischen D’ und &’)
Es seiu € D'(R™) und es seiv € E'(R").

Es gibt dann genau ein w € D'(R™), so dass Vo € C°(R™) gilt

<'LU, 90> = <u7 {7*‘;0%

wobei
<277 90> = <U7 Sb)

w bezeichnen wir als uwxv. Wir definieren nun

<'U*u, @)’D’,C{)’O = <U, u*30>g/70m.
Weiter gilt

vxu € D'(R")

UKV =0V*U,

wobel
(uxv, @) = (u,0*p).
Ausserdem

0 ou ov

o (uxv) = *U=Uk

Sind sowohl u als auch v in E'(R™) gilt

supp (u*v) C suppu+ suppv

und
uxv e E'(RM).

Beweis der Proposition-Definition I11.4.3:

i) uxv e D und vru € D Essei ¢ € C(R"), es gilt also suppp C K, K

kompakt. Aus Proposition II1.3.1 wissen wir

sSuppv x  C supp v + supp p.

Weiter konnen wir K’ kompakt so wahlen, dass gilt: supp© + supp e C K'. Sei
nun p die Ordnung von u auf K’, dann gibt es eine Konstante C,, x» > 0, so dass

gilt:
[(u, 0% )| < Cuer Y [10%(0 % 0) oo

|| <p

O



Nun gilt aber

O (0x ) =0x 0% = (0(y),0%¢(z — y))
und

10%(0 % @)oo = [I{0(y), 0% (x = y)} || ze-

Es sei nun ¢ die Ordnung von ¢ auf K”, dann gibt es eine Konstante C; > 0 so
dass gilt

(@, @) < Cs Y [10%]|os,

|81<q
wobel
Y(y) == 0%p(x —y).
Da ¢ = 00 (0%¢(x — y)) = (—1)P9*Pp(x — y), folgt nun sofort
[0%(0 % )|l < Cy, kv Z 10°TP | oo -
|81<q

Woraus wiederum sofort folgt, dass es eine Konstante C,, x > 0 gibt, so dass
Vo € CP(R") gilt

(uxv,0)] < Cunrc D 107¢]lcc.

I7|<p+q
Dies zeigt, dass
u*v € D (R").
Der Beweis der Behauptung, dass vxu € D’(R") ist, verlauft analog. Man beachte
dazu
<'U *u, 90> = <U’ (O @)5’70“’ = <U7 9(11 * 90)>'D’,C'8°>
wobei

e CER"), =1 auf suppv.
i) uxv=uvxru Essei xy € C°(R"), suppx C By1(0) und [, x = 1. Es sei weiter

g; eine Folge mit ¢; — 0. Wie iiblich sei x.,(z) = ainx(a—zz) Es bezeichne dann
U = UK Xe, *u € C®° und v; := v * X, xv € C*. Dann gilt

(u; * vy, @) = /Rn u; x vi(2)p(2)dz
- [ / ui(z = yuily)p(z)dy
_ / a [ / gz — y)dy| @l2) = (v, )

Behauptung a): {(u; x v;, ) — (uxv, ).

Behauptung b): 0;xp € C3° — 0% ¢ € C§° Vm in C™(K) fir beliebige m in N und
K kompakt in R”.



Beweis der Behauptung b):
Ui x p(x) = (i(y), p(z—y)) = (viy), ¢(z—y))
= (Urxe, (), (z+y))
= (v(y), X=; * ¢z + 1))
= (v(Yy), (Xe; x0)" (z — y))
= (0(y), Xe, *(z —y))
= {0 x X, (y), oz —y)).
Da 0%(0; x p) = 0; * 0%p, genligt es zu zeigen, dass Vo € C§°(R") gilt
[0 % @ = 0 x plloc — 0,

das heisst
[0, Xe, xp(z — ) = p(z = ))|[oo — 0.

Sei p die Ordnung von v. Ausserdem ist supp© kompakt und es gibt eine Konstante
C, > 0, so dass gilt

(5, 9) < Co Y 10U, Vb € CF(RY).

la|<p

Es geniigt nun zu zeigen

10 (Xe, *p(z =) = @z =) loo = 0 -

Corplo—y) = [ Naleele -y - 2ds — pla-y) i C(EK)

fiir beliebige m und K kompakt, folgt damit die Behauptung b).
Beweis der Behauptung a): Es gilt
[(ui; O x o) = (u, Txp)|
= |<u2a 'Z]i*gp> - <uia 6*@) + <ui> {]*S0> - <u7 i}*(p>|
< [u—us, Ox@)| + [(wi, 059 —0ix ).

Dabei konvergiert der erste Summand gegen Null, da

u; —u in D'(R™).



Sei
fecgo(Rn) : <uz>f> = <U*X€i7f> = <u7>v(ai*f>'

Es bleibt also noch zu zeigen
(i, © % @ — T % )| — 0.

Falls fiir eine Folge v; mit ¢; — 1 in C™ fiir beliebige m gilt: supp); C K unabhingig
von %, so haben wir

<u,’l/JZ> - <u777b>

Hier in unserem Fall gilt supp v; x ¢ C K, wobei K kompakt und unabhangig von ¢ ist.
Damit ist Behauptung a) gezeigt, wenn wir zuerst v; — v und dann u; — u betrachten.
Analog zeigt man (v; x u;, @) — (v*u, ). Die Behauptung

8(*>_0u* B *82;
axiuv— v=u

verlauft analog zum Beweis von Proposition I11.3.1. Allgemein gilt
O%(u*v) = (0%) *v = ux (0%).

Als Néachstes folgt der Beweis der Eindeutigkeit:
Wir haben gesehen, dass w = u x v die folgende Bedingung erfiillt

(uxv, p) = (u, vxp) Ve C°(R"), uxve D(R").

Nehmen wir nun also an w’ € D' mit (v, p) = (u, O *x p) Vo € C°.

Dann gilt also
(w, o) = (W', @) Vo ey
S (w—w,¢)=0 Vyelr.

Daraus folgt aber, dass w — w’ = 0, also w = w’ in D'(R").

Zum Schluss zeigen wir noch die Aussagen fiir den Fall
u,v € E'(R").

Wir wissen
(uxv, o) = (u, 0% @) = (u(y), v x p(y)).
Weiter gilt
Supp v *x  C —suppv + supp .
Das heisst
(uxv, ) #0

nur falls sich supp v und —suppv + supp ¢ schneiden. Dies bedeutet aber, dass
supp ¢ supp u + suppv schneidet. Daraus folgen nun die beiden letzten Behauptungen
der Proposition sofort. O



Bemerkung I11.4.4. Achtung, Assoziativitat gilt nicht automatisch! 0
Beispiel: Wir betrachten D'(R). Es gilt

(1 *56) *Hl,O = 0,

denn
(1585, ) = (60, 1% @) = —(o, (1 5+ ¢)") = =(1%¢)'(0) = 0.

Andererseits gilt
56 *Hl,O = 50 *50 = 50 € gl(R)

und somit
1*(56*[‘[170) = 1*50 =1.

0o ist das Neutralelement der Faltung. Dies zeigt

(1 *56) *HI,O §£ 1% (56*H170).

Proposition I11.4.5. Es seien u,v,w € D'(R"™), wobei zwei dieser drei Distributionen
kompakten Trdger haben. Dann gilt

ux (Vkw) = (urv)*w.

Beweis der Proposition II1.4.5: Es sei hier exemplarisch der Fall u,v € £'(R™) betra-
chtet. Es sei also x € Cf° (Bl(O)) mit / X = 1, weiter sei ¢; eine Folge mit ¢; — 0.

RTL

1 T

(2

Wie ublich setzen wir

und
Ui = UK Xeyy Vi = VK Xe;y, Wy = WK X,

Einerseits gilt

(i % (v xwy), ©) = (ug, (vi*xw;)” x), v; *w; € D'(R")
= (ui(y), vixwi(—2), oy — 2)))
= (ui(y), (vi(=2), Wi * p(y — 2)))

= (ui(y), (vi(=2), (wi(=2), p(y = 2 = x))))

:/dyui(y)/dzvi(z)/dxwi(x)w(ererx)

Andererseits gilt



((u; % v;) *wg, ) = (u; *xv;, Wi %), da u;xv; € 5’(1@")
(vgl. Proposition II1.4.3)

= (Ui, Uy * (W; x @)
= (vi(2), (ui(=y), (Wi*xp)(z —y)))

= (i(2), (ui(=y), (wi(=2), p(z —y — 2))))

- [t [yt [ ot s v

Da (1) = (2) folgt nun die Behauptung fiir u;, v;, w;. Um den Ubergang zu den
Limits, das heisst zu u, v, w zu rechtfertigen, argumentiert man analog zum Beweis von
Proposition I11.4.3. 0

Bemerkung II1.4.6. Bis jetzt haben wir folgende Félle gesehen, in welchen die Fal-
tung zwischen einer Distribution und einer Funktion oder einer anderen Distribution
definiert ist:

e ucD, ¢eCy (IIL3.1.).
eucl peC>™ (1I14.2)
eucD ve& (I114.3)

Es stellt sich nun die Frage, ob es weitere Falle gibt, in welchen eine Faltung zwischen
zwei Distributionen definiert ist.

Tatsédchlich kann man die Faltung zwischen v € D’ und v € D’ definieren, sofern
VR>0 3J6(R),
so dass
(z € suppu, y € suppv, |z +y| < R) = (2| < 6(R), [y] <(R))

Eine detaillierte Ausfithrung findet sich im Buch von Bony, “Cours d’Analyse” ab
S.132, Definition 7.1.3.

Weiter lasst sich auch das Resultat aus Proposition I11.4.5. verallgemeinern. (siche
Bony, “Cours d’Analyse”, S. 143, Téoreme 7.4.4.)



III.5 Der Gebrauch von Faltungen zum Losen linearer par-
tieller Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten

Grundsatzliches II1.5.1. Eine Faltungs-Gleichung ist eine Gleichung der Form A x
u=f, wober A € E'(QQ) und f € E'(Q) gegeben sind und v € D'(Q) unbekannt ist. O

Beispiel 1:  (Partielle Differentialgleichungen) Es sei A = Z|a‘<p Cn0%6, C, € R
oder C -

Axu = Z C,0%0 * u, wobei 9“0 € & und u € D’

|| <p
— Z C,00 * 0%u = Z C,0%u.
la|<p la|<p

Wollen wir Axu = f 16sen, bedeutet dies nichts anderes, als dass wir Zla\<p Co0%u = f
losen miissen.

Beispiel 2: (Diskrete Differentialgleichungen) u(x+h)+u(x —h) —2u(x) = f konnen
wir wie folgt umschreiben:

(5h +0_p — 250) *u = f.

Definition III.5.2. Es sei A € E'(R"). Fine Lisung E € D'(R™) der Gleichung
Ax E = 6y heisst Grundlosung / Greensche Funktion / kernel der Faltungs-Gleichung.
O

Satz II1.5.3. Es sei A € E'(R™) und es sei f € E'(R™). Ausserdem sei E eine
Grundlosung der zu A assoziierten Gleichung, das heisst Ax E = dq.

a) Dann ist u:= E x f eine Losung der Gleichung Axu = f.

b) Ist u eine Losung von A*u = f und ist u € E'(R"), gilt u = E * f und dies ist
die einzige Losung, falls es tiberhaupt eine gibt.

Beweis des Satzes I11.5.3:
Beweis von a): Sei w = FE % f. Dann gilt Axu=Ax(E*f). Da A, f € &'(R"), gilt
die Assoziativitit, also

Axu=(AxE)xf=68*f=[.

Beweis von b): Sei nun u € £'(R™) eine Losung von Axu = f. Wir haben u = §yxu =
(A* E)xu, und wegen der Assoziativitét, welche wegen A, u € £'(R™) gilt, erhilt man
sofort

u=(ExA)xu=FE*x(Axu)=FExf.



I11.6 Das Losen von Au = f fiir f e &'(R")
(Paradebeispiel fiir elliptische Gleichungen)

Im Folgenden betrachten wir folgende Funktion

1
5 og || n=2,

B(z) = 1

OB O)] []*=2(n — 2)’

n> 2, xr e R".

Es gilt
Eel,. = FEcD®R"
und
"\ ’E
AE = — =0
— ox? 0
und

E € 0=(R"\{0}).

Es stellen sich nun die folgenden Fragen
AE =? in D'(R")
AE =7 in D'(R™\{0})
Die klassische Berechnung der Ableitungen ergibt
AE=0 in D'(R™\{0}).

Das heisst, dass
supp AE C {0}
Korollar II1.2.7 liefert dann die Existenz von ¢ € N, so dass gilt
AE =" Cad

la|<g

und
C, €R firalle |a] <g.

Es sei nun ¢ € C{°(R"), suppyp C Bg(0), ausserdem folgt aus E € L%loc) (R™), dass
E € L'Y(Bg(0)). Es gilt also

(AE, p)y=(AE, )= / EAp = / EAp = lim EAyp
n Br(0) €0/ BR(0)\B:(0)

Beachte nun

0
/ EAQOz—/ E—‘p—/ V EVo.
Br(0)\B-(0) 08.0) O JBro)\B.(0)



Da
C

En—Z’

| E|l o 0 B (0)) <
gilt weiter

Co

6n—2

n—1

et =o0(e) = 0.

Oy
‘/ B 92 < ColBliom o 0B.(0)] <
9 B.(0) r

Ausserdem gilt

oF
—/ VEch:—/ —<p+/ YA FE
BR(0)\B- (0) oB.(0) Or Br(0)\B- (0)
n—2

oB.(0) 0BT [(n — 2)]x["~

da der zweite Summand verschwindet.

Insgesamt erhalten wir folgendes Resultat

1

AFE, ) = lim e = »(0) = (do, ¥)-
A =10 ) o BT a1 ? = 20 = Core)
Satz II1.6.1. Es sei
1
gy log |z n=2,
E(z) = 1

— n > 2,

0By (0)] |2|**(n — 2)
und es sei f € E'(R™). Dann ist u= E x f eine Lisung von Au= f, u € D'(R"),u €
C*(R™\supp f) und u konvergiert im Unendlichen gleichmdssig gegen Null. O

Beweis des Satzes I11.6.1: Gemass Beispiel 1 aus Kapitel II1.5.1 ldsst sich Au = f
schreiben als A xu = f, wobei
A=>"082 b.
i=1

Dann folgt aus Satz I11.5.3, dass u = E % f eine Losung ist und u € D’'(R™). Da ein
F € L. (R") ist, folgt, dass £ € D’ (R") ist und daraus folgt, dass

loc
Exfe DR

Es sei nun 6 > 0 und es sei € C§°(R™) mit § = 1 auf B}(0) und § = 0 auf R™\ B5(0).
Sei s(x) = 6(%). Nun schreibt man E wie folgt um: E = E{ + EJ, wobei E{ = 0sE
und Ey = (1 — 05)F, und es gilt £y € C*(R") also auch Ey € L} (R"). Ausserdem

gilt supp EY C B3;(0) und u lisst sich folgendermassen schreiben

u=FExf=E xf+Exf.



Weiter gilt
supp B2 % f C supp f + B5s(0) C supp fos = {x € R™; dist(z, supp f) < 20}.
Es sei nun ¢ € C§°(R"\supp fas), dann gilt

(u, o) = (B3 % f, ).
Da gemiiss Proposition 111.4.2 E§x f € C* V6§ > 0, folgt, dass u € C>(R™\supp f).
Weiter gilt
Ey* f(x) = {f(y), B3(z — y))er,o

und

(F ), B3 =) < C Y 1105 B (@ = o oupp 1)

la|<p

wobei p = ord(f). Sei nun R < oo, so dass supp f C B}(0). Dann gilt
Yy € B (0), || >2R,R > 2:

Cy
|Zl§' y|n 2} (|l’| _ R)n—2+\o¢|

| aa E6 ‘
gleichmaéssig, wenn |z| gegen unendlich konvergiert. Dies wiederum impliziert, dass
u — 0 gleichméssig fiir |z| — oo. O

Beispiel:  (Mazwell-Gleichungen)
div E = p; rot E = 0 mit der Ladungsverteilung p = EZQzl +94,,. Dies fithrt mit
E = —VV auf die Poisson-Gleichung AV = p. Fiir die obige Ladungsverteilung fiihrt
uns dies zum Coulomb-Potential

9 1
V= +—
; Ar|x — a4

Bemerkung II1.6.2. Die Differenz zweier Losungen u; und uy der Gleichung Au = f
ist harmonisch, das heisst A(u; —uy) = 0 in D'(R").

I11.7 Eigenschaften harmonischer, subharmonischer und su-
perharmonischer Distributionen

Korollar IT1.7.1. Es seiu € D'(R"), so dass Au = 0. Dann ist u € C>*(R"). O

Beweis des Korollars 111.7.1: Es sei © € C§°(R™) mit © = 1 auf B}(0) und © = 0 auf
R™\Bj(0) und es sei ©f(x) = ©(%), wobei R — oco. Es gilt

"\ Ou 8@R

€D/(Rn)  €C>®



supp A(OFw) € Bys(0)\B%(0), also f = A(O%u) € £'(R™). Des Weiteren ist supp ©fu C
B3,(0), also ©ffy € &'(R"). A(OFu) = f, kann man wie folgt umschreiben kann:
A% Ofy = f wobei A =37, Q,%Z_ do. Daher folgt aus Satz I11.5.3, dass ©fu = E « f.
Anwenden von Satz ITIL.6.1 liefert schliesslich ©fu € C®(R™\supp f), also OFu €
C*>*(B%(0)) und ©fu € D'(R™), also ©Ofu € D'(BE(0)). Damit folgt fir R — oo die
Behauptung des Korollars.

Satz II1.7.2. Es sei 2 C R™ und es sei Br(xg) so, dass Br(xg) C 2. Es sei weiter
u € C%Q) so, dass Au > 0 (subharmonisch), respektive Au < 0 (superharmonisch).

Dann gilt
1

u(g) < ][ w1 u(y) dvolpse
oBnen 10Br0)] Jose i)

u(zg) > ][ (T
633(1‘0)

respektive

Bemerkung I11.7.3. i)
ue C'N) =uel, =ucD(Q).
Die Voraussetzung Awu > 0 ist dann folgendermassen zu verstehen
Vo € C°(Q2), ¢ >0 auf Q,

gilt
(Au, p) > 0.

Analog fiir den subharmonischen Fall.

ii) In einer Dimension entspricht der subharmonische Fall den konvexen Funktionen,
respektive der superharmonische den konkaven Funktionen.

iii) Ist u eine harmonische Distribution in D’(Q), gilt

u(xg) = ][ u.
OB (x0)

O
Beweis II1.7.2: Nach Voraussetzung gilt Au > 0 und es sei x € C5°(Q2), supp x C B1(0)
und [ x =1, mit x > 0. Wie iiblich sei y.(2) = & x(%) und u. = . *u, ausserdem sei
v € C§°(Q). Es gilt dann
(Aue, ) = (X *u, Ap) = (u* x=, Ap)
= (u; Xe x Ap) = (u, A(Xe * ¢))

= <Au7 Xe * 90>'



Nehmen wir zusétzlich an, ¢ > 0, so folgt nun @xx. > 0 und damit auch (Au, x.x¢p) >
0 und A(xe xu) > 0. Somit kénnen wir annehmen, dass u € C', denn eine allfillige
Glattung erhélt die Eigenschaft superharmonisch zu sein.

Angenommen wir hatten gezeigt

us (o) < ][ Ug.
8Br(z0)

Dann stellt sich die Fage, ob wir dann zum Limes iibergehen konnen. Dies konnen
wir tun, denn u. = u x y. konvergiert wegen der Voraussetzung u € C°(Q2) auf jeder
kompakten Menge K C €2 gleichméssig gegen u und somit gilt

us —u in L®(K)

und
][ Ue — u.
0BR(z0) O0BR(wo)
Im Folgenden betrachten wir die Funktion (n > 2)

1 1
TS e a2 (n - 2) SRR

x e BR(ZL'Q)
gr(x) =
0 sonst

Dabei hat gg(z) die folgenden Eigenschaften:

gr € C(R™\({zo} U 0Bg(20)))

gr € COR™\{z0}), gr € Lj,(R").

In
D'(R™\({zo} U 0BR(20)))

gilt Agr = 0. Daraus folgt supp Agr C {xo} U 0Bg(zo) in D'(R"™), insgesamt gilt also
Agr = 6o — T, wobei suppT C OBg(zo).

Als Néchstes bestimmen wir T Es sei ¢ € C§°(2) mit suppep C Q\{zp}. Da gr €
L} .(R") gilt nun

loc



(Agr, v) = (gr, Ap) = / grAp

n

= lim gr Ay

e=0 Br-—« (SC())

0
= lim / QR—SO - / VIrV ¢
=0\ JoBn @) 9T JBa_(20)\B.(x0)

. 0 0
= lim —/ %@—i—/ AgRap+/ %ap :
=0 OBr_c(zo) 9T By _(x)\B= (x0) 9Be(zo) OT

da der erste Summand im Limes ¢ — 0 verschwindet. Ausserdem verschwindet der

Term
/ 9k,
OBe(w0) or

im Limes ¢ — 0, da supp p C Q\{xo}.
Daraus folgt

1
< gR? 80> eln(l) |Sn—1|(R _ g)n—l /aBRS({Eo) 80 VO 8BR75( O)

—

da
0gR 1

or S (R—e)

und der 2. Summand null ist, da suppp C Q\{xo}. Insgesamt gilt also (gr, Ap) =
£ o, P+ Woraus folgt (T, o) = £ o5, - Schlussendlich haben wir einerseits

(AgRr, Ue)ercoo = (Gr, Atc)er oo <0,
da —gr > 0 ist und Au, > 0. Andererseits gilt:

(Agr, ue) = (0o — T, us) = uc(xg) —][ Ue.

OBR(z0)

Daraus folgt

us (o) < ][ Ug.
8Br(z0)

Nun folgt durch Ubergang zum Limes die Behauptung. Der Beweis im subharmonis-
chen Fall verlauft analog. U

Satz I11.7.4. (Mazimumprinzip)
Es sei u € C°(Q), wobei Q zusammenhdngend ist. Es gelte weiter: Au > 0 und
d zy € Q, so dass

u(zo) = I;leagU(y) -



Dann gilt uw = u(xg) auf Q. O

Aus diesem Satz folgen wichtige Anwendungen in der Differentialgeometrie: Satz von
Hopf / Alexandrov, vgl. Skript von M. Struwe. Seite 41f.

Beweis des Satzes II1.7.4: u € C°(Q). Wir setzen E :=u™"((—00, u(z0)). Da u stetig
ist und (—o0, u(zg)) offen ist, ist auch E offen.

Behauptung: E ist abgeschlossen (beziiglich der auf Q von R™ induzierten Topologie,
das heisst E = F'N (2, wobei F' in R™ abgeschlossen ist).

Bemerkung II1.7.5. () ist genau dann zusammenhéangend, wenn die einzigen Mengen
in J(§2), welche gleichzeitig offen und abgeschlossen sind, €2 und () sind.

Beweis der Behauptung: Es sei x, eine Folge in F mit z, — 2z, € €. Um die
Behauptung zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass o, € E. Angenommen z., ¢ E, so
gilt u(x) > u(zo). Daes ein R > 0 gibt, so dass Br(zs) C €, folgt aus Satz I11.6.4,
dass Vr < R gilt

(@) < 0B, (w0)|! / wdvolymo) -
OBr (o)

Daraus folgt aber, da u(7o) = max,qu(y), dass u = u(7) auf Br(7s). Dies ist aber
ein Widerspruch dazu, dass es eine Folge x,, gibt, fiir die gilt u(x,) < u(zy) und die
gegen ., konvergiert. Also ist x,, € E.

E ist also zugleich offen und abgeschlossen. Da () zusammenhéangend ist, gilt also
entweder £ = ) oder £ = ). Da aber xy ¢ E, folgt E = (). Dies impliziert nun, dass
u = u(xg) auf Q. O

Korollar II1.7.6. Folgerungen aus dem Mazimumprinzip: Es sei Q kompakt und es
seiu € CO(Q).

i)  Gilt Au >0, so nimmt u sein Mazimum auf 02 an.
i)  Gilt Au <0, so nimmt u sein Minimum auf 02 an.

iii)  Gilt Au =0, so nimmt u sein Mazimum und sein Minimum auf 0Q an.

Korollar I11.7.7. (Liouville-Eigenschaft harmonischer Funktionen)
Es seiu € D'(R™), so dass Au =0 in D'(R"). Es gelte ausserdem u(x) 2] ooV - Dann
ist u = 0.

Beweis des Korollars I11.7.7: Es sei o € R™. Dann gilt VR > 0:

][ u
9 BR(zg)

< max |u|—0.

u\x =
|u(o)| < max




Satz IIL.7.8. Fir alle f € E'(R™) gibt es unendlich viele Lésungen der Gleichung
Au = f. Diese Losungen sind alle in C*°(R™\supp f). Unter all diesen Losungen gibt
es genau eine, die im Unendlichen verschwindet und sie ist gegeben durch ug(z) = Exf,
wobet E die folgende Funktion sei:

11 || 2
J— M n =
27T0g$7

E(z) = )

C(n=2) |5 ]2

n > 2

Beweis des Satzes II1.7.8: Aus dem Satz I11.6.1 wissen wir, dass ug = F x f eine
Losung ist von Au = f und uy € D'(R™) und up € C°(R™\supp f). Da es unendlich
viele Losungen v € D'(R™) der Gleichung Av = 0 gibt. (In n = 2 ist jedes v = R g(z),
wobei ¢ eine harmonische Funktion ist, eine Losung und fiir n > 2 ist jede konstante
Funktion eine Losung von Av = 0), folgt daraus, dass es unendlich viele Losungen von
Au = f gibt, ndmlich mindestens alle Distributionen der Form v’ = ug+v. Es ist auch
sofort klar, dass diese alle in C°(R™\supp f) liegen. Satz I11.6.1 besagt weiter, dass
lim|g| oo uo(z) = 0. Es sei nun v € D'(R"), so dass Au = f und lim;|— u(x) = 0.
Dann gilt

o Alu—1up) =Aw = 0.
e w ist harmonisch.

o lim, oo w(z) =0.

Aus Korollar 111.6.9 folgt dann w = 0, woraus u = ug folgt. Sei allgemein w € D'(R")
eine Losung von Aw = f. Dann ist w — ug eine harmonische Distribution, liegt also
in C®°(R™). Da ug € C*°(R™\supp f), folgt nun sofort, dass auch w in C°(R"\suppf)
liegt.

I11.8 Das Lésen von (u = f in &'(R?)

(Paradebeispiel fiir hyperbolische Gleichungen).
Die Gleichung

0? 4
DU_%U—AU_@U_Z f7 l‘t) ($1,[L’2,l’3,t>€R

ist die Wellengleichung. Wir betrachten nun zuerst den Lichtkegel:

t=/a?+ a3+ 2% =|z| .



Minkowski-Metrik

X2

Lichtkegel

xy

Es bezeichne nun 7' die Integration iiber den Lichtkegel beziiglich der von R* in-
duzierten Metrik, das heisst

<T, (p) = / SOdUOlLichtkegel = \/5/ (p(l’l,l’g,l’g, \x|)d:z:1dx2dx3 .
Lichtkegel R3

Weiter sei p = \/x} + 23 + 12 + 2, wobei p = v/2|x| auf dem Lichtkegel und

T
<_a S0> = / deOlLichtkegel
P Lichtkegel P

1
= \/5/ _QO(xl,l'Q,l’gj |Zl§'|) dfxldl’gdl‘g
R3 P
1
:/ — (1, T2, x3, |2|) dr1drodrs
®s 7]

Es sei nun ¢ € C5°(R*), wobei supp ¢ C Br(0). Dann gilt

T 1
'<—, ¢>\ Sl [ dndran,
P B3,(0) ||

R 2
rédr
ol / r
0 T

Dies bedeutet, dass T eine Distribution der Ordnung null ist.



Proposition II1.8.1. % (wie oben definiert) ist eine Distribution der Ordnung null in
D'(R*) und eine Losung von Cu = 47 &.

Beweis der Propositionlll.8.1: — vgl. nachstes Kapitel oder “von Hand nachrechnen”.

Satz I11.8.2. Es sei f € £'(R?). Dann ist

T
ug = — * f
A7 p ~~
N~ 68’(R4)
€D’/ (R4)

eine Losung von Cu = f. Weiter gilt
suppuo C {(z,t) € RY; 3 (wo,t0) € supp f  s0, dass  |x — | = |t — o]}

(Lichtkegel mit Ursprung (xo,to)). Ausserdem ist ug die einzige Losung von Ou = f,
deren Trdger in einer halben Raumzeit der Form {(x,t); t > to} enthalten ist.

Beweis des Satzes 111.8.2: Die Gleichung [Ju = f kann geschrieben werden als

3
Axu=f, wobei A=0}6— Y 920, € ERY).

i=1
Es gilt also

Cup = D(% x f)

pAr

T
:A*(M—W*f)

T
:(A*pél—ﬂ)*f

:50*F:F

da
A, f e &' RY.

Dies zeigt, dass ug tatsachlich Ou = f 16st. Des Weiteren gilt

T
supp ug C supp o + supp f, das heisst suppug 3 (z,t) = (y,s) + (xo, to) ,
pAm

wobel

T
(y,s) € supp —— und  (xq,to) € supp [ ist.
par

Daraus folgt: (z,t) — (z¢,ty) € Lichtkegel mit Ursprung 0. Dies bedeutet |z — xo| =
|t — tol, also (x,t) € Lichtkegel mit Ursprung (zo,to).



Nehmen wir nun an, es gebe eine weitere Losung u, deren Tréger in {(z,t); t > t{}
enthalten ist. Fiir w := ug — v gilt dann

suppw C {(z,t); t > tg

und

T
=0 = (—x 09 :
w = 0y *x W (,047r* 0) * W

Es sei nun © € C§°(R*) mit © = 1 auf B;(0) und © = 0 auf By(0)¢. Des Weitern ist
Oi(r) = ©(%), i € N. Dann gilt: ©; = 1 auf B;(0) und ©; = 0 auf By;(0)°. Nun gilt

T
(@ipll—ﬂ'*méo)* w

~—~
~~—~ <& €D’
687’_‘
— 0,—— (06 * w) (1)
pAm

T
=0,— xUHw =0.
pAm

Ausserdem gilt

. / T T

und

i D/(By,(0)) : O (@ip%) ~0

Somit gilt

4mp

wobei supp h; C Bs,(0)\B;(0)N Lichtkegel mit Ursprung 0.

Es sei nun ¢ € C§°(R*) mit supp ¢ C B%(0). Da

T T
—— % d = {60, —. w 2
<(@Zp4ﬂ_* 50)*111, S0> < @2p4ﬂ_>w*gp> ( )
und
suppw C {(z,t), t < —tg},
folgt

suppw * ¢ C {(x,t),t < —ty + R}.

Dies bedeutet, dass
(i, W @)er oo =0



fiir ¢ gross genug. Es gilt also zusammenfassend

(D@-l, W @) = (0g + hiy, WK p) =

fiir ¢ gross genug. Die letzte Behauptung von Satz II1.5.11 folgt nun fiir ¢ — oo.

Nach wie vor sind allerdings die folgenden Fragen offen:

i)
ii)
iii)

iv)

Wie findet man die Grundlésung?

Was ist, wenn f nicht mehr in £&'(R") liegt?
Wie ist E' x f fiir allgemeines f zu definieren?

Was fiir Regularitatseigenschaften hat f x £ in Bezug auf die Regularitat von f?

Wie steht es mit partiellen Differentialgleichungen auf beschrankten Gebieten?



IV Fouriertransformationen

IV.1 Einleitung

~

fl¢) = /n e f(x) da

ist die Fouriertransformierte von f, wobei z-( = 3, _; xy () das euklidische Skalarpro-
dukt ist.

Bemerkung IV.1.1. f(¢) wird gelegentlich auch als

definiert. Dies andert nur die auftretenden Konstanten, nicht aber die zugrundeliegende
Idee und die Eigenschaften der Fouriertransformierten.

f(O) =

Anwendungsbeispiel (Quantenmechanik): Es sei f : R® — C eine Wellenfunktion.
|fI?(z)dz ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Intervall [z,z + dz]

aufhalt. Dabei gilt / |f|*=1. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen
R3
einen Impuls im Intervall [p,p + dp] hat, gegeben durch |g|?(p)dp, wobei g(p) =
(27)~™/2 f(p) und es gilt / |g|* = 1. Die Heisenbergsche Unschérferelation besagt:
R3

Ax - Ap >

|~

(hier setzen wir tr = 1), wobei

(x) :/ z|f*(z) dx Erwartungswert
R3

(Ax)?) = /Rs(x — (@) f*(x)dx:  Varianz

Des Weiteren gilt Az - Ap = % genau dann, wenn f(z) = Ae~4@=20)* " wohei A € C
und a € R. Die Tatsache, dass je scharfer der Ort des Teilchens lokalisiert ist, desto
unscharfer der Impuls ist, wird sich als grundlegende Beziehung zwischen f und f
herausstellen. Ein extremes Beispiel dazu ist die §-Funktion: Es gilt namlich: 0o = 1gn.
Als Néchstes sei f € C§°(R"). Dann gilt

S —ix- af . —ix- s~ P

0,70 = [ e @ = [ ige e =i fc)
n x] Rn

wobei die zweitletzte Gleichung auf Grund partieller Integration gilt. Somit verwandelt

die Fouriertransformation die Ableitung in Richtung z; in die Multiplikation mit ;.

Analog verwandelt sie Differentialoperatoren in Multiplikationen mit Polynomen.



Beispiel: Au = f. Dann gilt

das heisst R
—[¢1*a(¢) = f(¢),
also

a(¢) = —[¢I72 £(¢).

Ausserdem werden wir in den folgenden Kapiteln sehen, dass die Fouriertransformation
Differenzierbarkeit in “schnelles Abfallen im Unendlichen” tiberfiihrt.

IV.2 Fouriertransformation von L!-Funktionen

Definition / Theorem IV.2.1. Es sei f € L'(R"). Die Fouriertransformierte von
f. F(f) = f, ist definiert durch f(¢) = / e f(z) dx, wobei x - ¢ = Z T Ck-
k=1

n

Es gilt ) R )
feL*®R"), [flle < Iflh,  feC”,

1f(O)] = 0 gleichmassig fir |¢| — co.

Beweis des Satzes IV.2.1:

A1) < [ If(@)] de = || f]]-

Rn
Daraus folgt, dass f € L®(R™) und || f||oe < [|f]l1.

Es sei nun ¢/ eine Folge in R™ mit ¢/ — (* € R".

Behauptung:  f(¢7) — f(¢*).

Beweis: e ¢ f(z) — e <™ f(z) und |e=®¢ f(z)| < |f|(z) € L'. Der Satz iiber die
dominierte Konvergenz liefert nun

[ =i~ [ e
n Rn

womit die Behauptung f(¢7) — f(¢>) und somit auch die Stetigkeit von f gezeigt ist.
Um die gleichmassige Konvergenz im Unendlichen gegen null zu zeigen, sei zunachst



v € C°(R"), oBdA diirfen wir annehmen, dass supp ¢ C [0, 1]". Des Weiteren kénnen
wir annehmen, dass ( = (; - e;, denn nach einer allfalligen Rotation R, gilt

/ e p(x) dr = / e L RC(2) da
Dabei gilt
IVella = [[Ve - Relloo.

Schliesslich diirfen wir auch annehemen, dass gilt (; = 27 N, N € Z, da wir am
Verhalten (; — oo interessiert sind.

Behauptung:
lim e~ 12N p(z) dr = 0.
N—oo R™

Beweis: Es bezeichne ' = (x,...,2,). Dann gilt

1
/ 6—:01.2an(1,1’1,/) — ‘/ dZL'// 6_x1'27TNQ0 (1’1,1’,) d$1
n [0’1]n71 0
2r N
_; Yy 1
e [ ) e
/[071]711 o /0 M N ) o N
N—-1 com(j+1)
_ Yy 1
= da’ e ( ,:c’) d
/[0,1]nl ;/2 4 2mN 2r N 4

mj

N-1 on() ‘
i Y 2mj dy
AL T o) o (i) 2]
/ w0 Z/ ‘ l‘p oxN' ) TP\ oaNT )| 2nN
(0,1] =0 27

Diese letzte Gleichung gilt, da

/27r(j+1> eV 27 z 1 dy = w /%UH) e dy=0
2mj 2rN'" ) 27N 2nN Jor |

Yy />_ 2my o1
S0(27?]\7’x SO(QWN’:C) — 21N IVl

kénnen wir folgendermassen weiter abschétzen

N-1 om(j+1) o 1
d / —1y < y ’ l> _ j ’ / d
/[0,1]"1 ! j;/%j ‘ {SO 2r N v 7 2t N . 2r N y
2m(j+1)

N—1 1
i’y [Vl / =\ dy
/[0’1]111 ; N2(27T)2 o i

)

IA

N-1

1
o /
= | fos 'S s 19
[071] ]:O

<C Vel N7 —v-s0 0.




Als Nichstes sei nun f € L'(R"). Da C§° dicht liegt in LP 1 < p < oo, fiir beliebige
e > 0 gibt es ein ¢ € CF°(R™), so dass

If =l <e/2.

Aus dem schon Gezeigten folgt nun ||f — @l < g/2. Es sei nun R > 0, so dass
|o(¢)] < e/2 fiir |¢| > R. Dann folgt unmittelbar || f|| oo mn\By(0)) < €. Dies bedeutet
aber gerade, dass f (¢) gleichméssig gegen null konvergiert fir |(| — oo.

Proposition IV.2.2. Va € R} gilt

FleolP) = (E)"/ ? ~I¢2/4a)
a

Beweis der PropositionIV.2.2: Es seien zunachst n =1,a =1

9(¢) = /R et e

Behauptung: g € C' und es gilt 2¢'(¢) + ¢ - g(¢) = 0.
Beweis der Behauptung:

g((‘l’h}z,_g(g) _/R_Z»xe—ixge—mz

/ —ix¢ ,—x? (eixh —1 . )
= e e +x
R h

SC-h/xze_xZHO wenn h — 0
R
da

e—ixh -1

N +iz| < 2*h-C (Taylor) .

Somit existiert ¢’(¢) tiberall und es gilt
7)== [ e i
R

o1 2
:i/R 6_2“5%(6_% )dx

= —iA—%e‘imc e dy = —% g(C) .

Es folgt nun ¢'(¢) = —%g(() wie behauptet.



Zuriick zum Beweis von Proposition IV.1.2: Aus ¢'(¢) = —% g(¢) folgt g(¢) = Ae /4
fiir ein A € R. Da g(0) = [, e=*"dz = /7, erhilt man sofort g(¢) = v/me ¢/, womit
die Proposition fiir n = 1 und a = 1 gezeigt ist. Es sei nun n beliebig. Dann gilt

. 2 n : 2 2271 CI% 2
/ el Z [ /e—zmkvg‘k R g > <L SR 7Y
" k=1 /R

Es sei nun a beliebig

/e—ix~C e—a|~’f3|2 dr = /6—1':(:( 6—QZZ:1 a3 dx

i 1
:/ e e dy (y=+va-z)

an/2
L7 [ o
= W H/e Va e “k
ar/ k=1"R
1 n
= an/2 ﬂ_n/2 e Zk:l %C£/4
_ <E>"/2 o~ I¢I2/(4a)
a
U
Satz IV.2.3. (Inverse von F). Es sei f € L'(R"), so dass f € L'(R"). Dann gilt
fla) = 2n) [ e fQ) de = em) " F )
U

Beweis des Satzes IV.2.3: Es bezeichne
I(z) = / (2m) " e C e F(O)de, 0<e<1

Auf Grund der dominierten Konvergenz gilt punktweise

L(z) =% [ @m)™ e f(Q)d¢ = Iy (x).

Rn
Behauptung: 1:1. — Iy in D'(R™).
Beweis der Behauptung: Es gilt
I. € L*(R"™)

und
Iy € L*(R"),

I ()] < (2m)~" . Q1 = 2m) | fll



und analog fiir /. Daher sind I, I, € D'(R"), also

(L= [ L)elo)

wobel
I(z)p(x) — Ip (x) p(z)

punktweise. Da ausserdem gilt

L (2)p(@)] < || Lllocl 0(@)] < || flh] p(2)] € L,

da ¢ € C§°(R"), folgt mit Hilfe der dominierten Konvergenz

| 1@e@ — [ n@et),

RTL

Des Weiteren ist
Fu(2,C) = e Pe¢f(2) € LU(R" x RY).

Daher gilt mit Fubini
I(z) = / (2m) e e / e f(2) dzd
= [ n " 1) Fe ) - 0 ds
_ / (om) " f(2) (E)"/ ! olemal?/0) g,

£

wobei die letzte Gleichung wegen Proposition IV.2.2 gilt. Weiter gilt

(27r)_"/ e IvI*/twe) (z)nﬂ dy = (27r)_"/ e WP /Me) gmn/2n/2 gy — .
n g R

(Variablentransformation und / e dx = /7.
R

Dies konnen wir aber auch schreiben als

1= (21)™" / eI/ (g2 g

- L () o
= / Xe(y) dy,

X(2) = (2m) /2 e P

wobel



und

/n x(2)dz = 1.

Der langen Rechnung kurzen Sinn kénnen wir (1., ¢) schreiben als

<Iaa 90> = <f*Xaa 90> = <fa X&*@)'

Man beachte hier, dass f € L'(R") impliziert, dass f € D'(R"). Ausserdem ist
Xe € C* (R") N L' (R™).

Behauptung: 2:x.*¢@ — @ in L>®(R").

Beweis der Behauptung: Es gilt

e % o(2) — pl2) | < / ez = 9) | o) — 9(2) ],

n

denn

Xero@) = e = | [ e iule—0) dy— o) [ xula)ds

n

-| [ ) - o) xc -

< [ xele=0)leo) - o) dy

Man beachte die Symmetrie von x.
Weiter gilt

[ xeGe=n)let) = el dv < [ 196l = sl etz ~v) dy

R

—VEIVel [ -y dy

Rn

wobei
2 (x) = |zl x(x).
(Variablentransformation z — y — /e(z — y).) Also gilt

[Xe % 9(2) = ()] < 0(e"?) = 0,

woraus schliesslich folgt . x ¢ — .

Zusammenfassend gilt nun einerseits (f, Y. x ¢) — (f, ¢) und andererseits (I, @) —
(Iy, p). Daraus folgt nun f = Iy, womit das Theorem bewiesen ist. O

Als Nachstes stellt sich die Frage, wie die Fouriertransformierte einer Distribution
definiert sein soll. Dazu beachte man die folgende Tatsache: Es sei ¢ € C§°(R"), dann



gilt

[ i©e@ac= [ [ oo

- [ @[ o @

= | [flx)¢(x) d.

R

Dies fiithrt uns auf die Idee, die Fouriertransformierte einer Distribution folgender-
massen zu definieren (i, ¢) := (u, ¢). Das Problem, das sich hier aber stellt ist, dass
¢ nicht unbedingt kompakten Trager hat. Da man zeigen kann, dass ¢ € C*(R"),
macht obige Definition Sinn, falls u € £'(R™).

IV.3 Der Schwartzraum

Definition IV.3.1. FEine Funktion @ auf R"™ heisst schnell abfallend, falls die Multi-
plikation von @ mit einem beliebigen Polynom auf R™ beschrankt ist, das heisst

YP € R[z] ||P|| o < Cp < 00.

Definition IV.3.2. S(R"), der Schwartzraum von R™, ist die Menge aller C*°-Funktionen

@, fur welche Voo € N™, 0%¢p schnell abfallend ist, das heisst

Nog)= 3 1eP gl <00 WpEN.

.| 81<p

Vom Beispiel I1.1.6 wissen wir, dass der Schwartzraum ein Fréchetraum fur die Fam-
ilie von Halbnormen N, ist. Genau weiss man, dass N, zunehmend ist und (S, N,)
vollstandig fiir

d(p, ) = Z 277 min{Nj (¢ — ), 1}.

18t.

Proposition 1V.3.3. S(R"™) ist unter Ableitung und Multiplikation mit einem Poly-
nom stabil. O

BeweisIV.3.3: Die Aussage ist aus der Definition des Schwartzraumes S(R™) sofort
ersichtlich! 0

O



Satz IV.3.4. Die Fouriertransformation ist ein stetiger Isomorphismus S(R") —
S(R™). Ausserdem gilt

Vpe N3 C,, so dass Vp e S(R") gilt

/\/ZD(@) <G Np+n+1 (¥)

und B
Fl=0@rn)™"F.

O

Bemerkung IV.3.5. S(R") C L'(R") und fiir f € L'(R") ist bekanntlich F(f)
definiert. 0

Lemma IV.3.6. Es sei ¢ € S(R"), dann ist ¢ € C*(R") (es gilt sogar ¢ € C*(R"))
und

Beweis IV.5.6:

Es gilt
O = [ o o
und 9 | |
ac (7 pla)) = —iz; px) e,
wobei

zjo(r) € S(R") c L'(R").

Es folgt nun
9
9¢;
Man beachte nun das folgende Resultat:

(€7 (@) | < loj ()| € L.

F(z,\),z€eR", A eR
erfiille die folgenden Bedingungen
i) VAeRF(z,\) € LY(R").

F
ii) %—)\ (x,\) existiert Vr € R"

iii) 3 hel'(R"), sodass ‘%—f (z, )\)‘ < h(x).



Dann ist g(\ fRn x, \)dzx iberall differenzierbar und es gilt

OF
R a)\

Dann folgt unter Beachtung von F(z,\) = e ®Cp(z) und A = (;, dass ¢ € C1(R")
und dass gilt

g\ = (z,A) de.

O, 0= F (—ixj ),

wobel

Es sei nun k € {1,...,n}, dann gilt

g, F (—izj p(z)) = F (= 21 o()),

wobei wiederum —z;z5 € S(R™). N-fache iterative Anwendung des schon Gezeigten
liefert schliesslich J¢ ¢ existiert undist C*° Va, |af = N. Dies impliziert schlussendlich,
dass

peC™.

Lemma IV.3.7. F (0z;¢) =1 ¢ (().

BeweisIV.3.7: — vgl. IV.1.
Beweis des SatzesIV.3.4: Aus Lemma IV.3.6. wissen wir, dass ¢ € C*.

Ausserdem gilt
No@)= D 11670* ¢ (Ol
lal,|81<p
und
[F (97 (z @) = [¢7 9% 2 (Q)]-
Aus den Lemmata IV.3.6. und IV. 3.7. folgt also

N@ < Y o ah<sc Y a0 el

o], |81<p o], |81<p
wobei bei der letzten Ungleichung die Leibnitz-Formel verwendet wurde und zu beachten
ist, dass gilt A
11l < 111

Des Weiteren gilt

o L4 |z ",
2 a%|=/ L™ g )
R

R n 1 + |‘T‘n+1

, 1
< (10 o+ 1% P pl) [ s
a,zﬁlgp rn 1+ |z[**
|/ |[<p+n+1

<C Np+n+1 (@)



Also gilt schliesslich
Np () < C" Nyprnia ().

Die Behauptung, dass o
Fl=0@m)™"F

folgt direkt aus dem Satz 1V.2.3.

Des Weiteren folgt aus den beiden vorangehenden Lemmata, dass F ein [somorphismus
ist, dessen Stetigkeit folgt aus der Tatsache, dass Vp € N 3 C), so dass Vp € S(R")
gilt

Np (@) <G Nn—i-l—l-p(%p)
und der Proposition I1.1.3. 0

Satz IV.3.8. C5°(R") liegt dicht in S(R™), das heisst Yo € S(R™) gibt es eine Folge
0; € C(R™), so dass Vp € N gilt

lim Ny (o — ;) = 0.
BeweisIV.3.8: Es sei ¢ € C§°(R") mit
1 auf By(0)

0 auf By(0)¢ und ||| =1

Ausserdem seien

e :=w(§) ,jEN

und
pj(@) = v;(x) p(z), ¢; € C°(R),
da
Y, p e C™
und

supp 2/}]- - ng (0)
Behauptung: lim N,(p —¢;) = 0.
j—o0

Beweis der Behauptung:

(i) = > Chad1h; 0" g

v <|e]

1 T Ao
= > a,,awaw (;) 9* 7 .

1vI<lal



Nun gilt

Ny =)= 12°0° (0 — ¢l

[BI<p
[6]<p

= > |12 [07(=5) Lcpaicaj + 0% 0 Lpagss] ||

[BI<p
[6]<p

Man beachte hier, dass ¢ = ¢; auf B;(0). Weiter kénnen wir abschétzen

D 12 [0 () Liiajza; + 0% 0 L] ||

[BI<p
[5|<p

SZ JZCWWW ”’gp@”@b(?)

[BI<p V<8
[8]<p ~v#0 0o

+Wmemwmm)

X
2°9% -1 (;) Lj<io|<2)

[e.e]

1
< C N @lller + 15707 9+ Tisiapea, 1

(1+ |z
+ Z (1+ }x: ;
18|<p L=(B;(0)°).
[6]<p

Der erste Summand konvergiert gegen null fir j — oco. Der zweite Term kommt
zustande, da

X
|2° 07 ¢ - 4 (3) Lichi<2y oo < 12°0% @ 1j<ia<a; lloo - 191l

= [|°0° ¢ Lj<ia)<2,)mes
da

[¥]loe = 1.

Ausserdem gilt
hm HSL’ 8’64)0 1]<‘x‘<2]H

Jj—oo

da
¢ € S(R"),



somit verschwindet auch der zweite Summand fiir j — oo. Nun noch zum letzten
Summand

1 2
Z x&( + |$|2)85
= (1+ |zf?) Lo (B;(0)°)

1
< \wa+m%Wﬂug,cM———
ﬁZSP L= (B;(0)°) 1+ ‘SL’|2 Lo (B,(0)°)
[6]<p
< (1 298 I 1 N,
e

Folglich verschwindet fiir j — oo auch der dritte Summand, womit die Behauptung
lir%/\/;)(gp — ;) = 0 gezeigt ist.
]—)

IV.4 Der Raum der temperierten Distributionen S'(R")
Definition IV.4.1. Es sei u € D'(R™), wu ist eine temperierte Distribution, falls es
ein p € R und ein C € RY. gibt, so dass Vo € Cg°(R") gilt

[{u, 0)| < C N (9).

Bemerkung: Es folgt unmittelbar, dass ord(u, k) = p.

Beispiele von temperierten Distributionen:

i) &'(R™). Jedes u € E&'(R") ist eine temperierte Distribution. Es sei u € &'(R").
Dann gilt

[(u,0)] < C > 100l (rn) < CN().

18|<p

ii) LP(R™). Jedes u € LP(R™), 1 < p < o0, ist eine temperierte Distribution. Es sei
u € LP(R™), 1 < p < co. Dann gilt

\wwwﬁéuﬁswwwm

Es sei nun fir p # oo.

/ , (14 |x2) 40" »
el = [ 1oV = | el < € W ()

= w ist eine temperierte Distribution.



Beispiel einer Distribution, die keine temperierte Distribution ist:
Wir betrachten die folgende Funktion u : ¢ — ef. Da u € L} (R), ist u € D'(R).

loc
Angenommen, es gidbe C' > 0 und p € N, so dass Vo € C5°(R) gilt
p .
[(w, @) < C (L + 12 Y 199 (@) oo,
j=0

so wiirde fiir ¢ = xge*, wobeil xg € C§°(R) ist mit y = 1 auf Bg(0) und x = 0 auf
Br1(0)¢, folgen _
o9 (2)] < Cj - € Ljyjcpsr < Cef

und somit |{u, )| < P(R)eft, wobei P € R[z]. Andererseits gilt
(u, 0) = / e"xr(w)e” ~ e,
R

Dies ist aber ein Widerspruch zur Abschitzung |(u, o)| < P(R)e®.

Proposition 1V.4.2. Es sei u eine temperierte Distribution. Dann gibt es eine ein-
deutige Fortsetzung von u zu einer linearen und stetigen Abbildung S(R™) — R. Der
Raum dieser Fortsetzungen wird mit S'(R™) bezeichnet. O

Beweis 1V.4.2: Aus Kapitel II ist bekannt:
[ ist eine lineare, stetige Abbildung S(R™) — R genau dann, wenn es eine Konstante
C > 0 und p € N gibt, so dass

()] < C Np(p) Ve SR
(— vgl. Proposition 11.1.3.)

Es sei nun u eine temperierte Distribution und es sei ¢ € S(R). Geméss Satz IV.3.8.
gibt es eine Folge ¢;, p; € C5°(R™), mit p;— ;o . Wir setzen nun

{u, @) = lim (u, ;).

Behauptung: Dieser Limes existiert und ist unabhangig von der Folge ;.

Beweis der Behauptung: (u, ;) ist sogar eine Cauchy-Folge, denn

[(u, r) — (u,00) | = [{u, 01 — 1) | < C Nyl — 01) —k1—000

Dies zeigt die Existenz des Limes wegen der Vollstéindigkeit von R. Es sei nun ¢ eine
andere Folge in C§°(R™), welche ebenfalls gegen ¢ konvergiert. Dann gilt

[(u, 05) = (u, 05)] < C Np(@j — @) =)0 0.



Definition IV.4.3. Es sei (u;);en eine Folge in S'(R™). Dann konvergiert u; gegen u
in S', falls fir alle ¢ € S gilt

<uja ()0> - <U,, 90>
Bemerkung 1V.1: Aus u; — uin S’ folgt u; — w in D’. Umgekehrt folgt aber aus
uj €S —wuwe S in D nicht u; — uwin S’ O

Beispiel: Wir betrachten S’(R). Einerseits gilt ej25j%jéoo0 in D/(R). Andererseits
gilt aber fiir 2 ] )
o(z) = e 2 € S(R) : (¢ 8;, ) = ¢’ 2, s,

Bemerkung IV.2: Es gelte u; € 8" — u € S’ in D', des Weiteren nehmen wir an, es
gebe K C R", K kompakt, so dass suppu; C K Vj. Daraus folgt u; € £&'(K) und
uj — win S’. Denn: Es sei © € C3°(R"),0 =1 auf K, dann gilt

<uj’ @)SCS = <uj’ @90>S’7C(§’° - <u> @SO> = <uv 90>’
wobei p € S.

Bemerkung IV.3: Angenommen (u;, ), u; € S’'(R"), konvergiere gegen einen Gren-
zwert fiir jedes ¢ € S(R"), dann gibt es ein v € S'(R"), so dass gilt (u;, ) — (u, ).
(— Banach-Steinhaus fiir Fréchetrdume.)

Definition - Proposition IV.4.4. Es sei u € S" und es sei o = (v, ...,q,) € N
Dann definieren wir:
(0%u, ) = (=) (u, 0%p), p € S

Und es gilt
®ue S

Es sei weiter u; € 8" —u e S in S, dann gilt

0%u; — 0%u in S’

U
Beweis IV.4.4:
[(0%u, )] = (1) u, 0% )| < C N, (079) < C Nppiial (¢)-
Dies zeigt, dass 0% u € S’. Weiter gilt
(0%uj, o) = (=11 uy, 0% ) — (u, 9*¢) (=1)* = (9", ),
da 0%p e Sfirpe Sund u; — uin 5. O

Definition IV.4.5. Wir bezeichnen mit Oy (R™) die Menge aller glatten, im Un-
endlichen langsam wachsenden Funktionen, das heisst f € Oy (R™) genau dann, wenn
feC®R") und Vg € N* 3 Cg >0 und 3 mg € N, so dass

107 f(z)| < Cg (14 |z|)™ Vr € R".

Mit anderen Worten wdchst f hochstens polynomial. 0



Proposition IV.4.6. Es sei f € Oy (R™). Dann gilt
i) VoeSist feels.
i) YuelS ist fuelS', wobei (fu, ) = (u, f).

iii) FEs seiu; — u in S', dann gilt fu; — fu in S'. O

Beweis der Position 1V.4.6:

i)
‘85 (f@)‘ = Z Cs 0P p| < Z Cs(1 + |z|)™s |85 |
9<p 5<p
=N, (fo) = ) 112787 (fo) oo
B
<C Y " 0%0l00 < C Noip (),
P

wobei

m = max mg.
|BI<p

Da N4p (@) < 00, folgt nun, dass fp € S.

ii)  Aus1i) ist sofort klar, dass die Definition {fu, ¢) := (u, f¢) Sinn macht. Ausser-
dem gilt

[(fu, o) = Ku, fo)| < CN(fp) < C'Ninpp(p) = fu € 5"

iii)

<ij, <P>:<Uj7 f<,0>_><u,f90>:<fu, (:0> Vo e S.

IV.5 Fouriertransformation von temperierten Distributionen

Definition - Proposition IV.5.1. Es sei u € S'(R™). Die Fouriertransformierte von
w, mit u oder F(u) bezeichnet, ist die folgende temperierte Distribution:

Vo € S(R™) (@, @) := (u, §).



Beweis IV.5.1:
(@, )| = [(u, §)| < CNp(P) < C" Npynia (#),

wobei die letzte Ungleichung wegen Satz 1V.3.4 gilt. Dies zeigt, dass @ tatsachlich eine

temperierte Distribution ist.

Satz IV.5.2. Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus S — S’, dessen In-

verse durch (2m)™" F gegeben ist, wobei
(F(u), @) = (u, F(0))-
Es sei weiter u; € " —uw e S in S', dann gilt u; — G in 5.
Beweis 1V.5.2:
(2m)™" F F(u), ) = 2m)(F(u), F (¢)) = 2m) " {u, FF (¢)) = (u, ¥)

Weiter gilt
(U5, @) = (uy, @) = (u, @) = (4, ¢),
das heisst
Vo € S (1, ) — (4, ¥),
das heisst
t; — 4 in S

Satz IV.5.3. FEs seiu € E'(R"), dann ist i € Oy (R™) und V¢ € R™ gilt

u(¢) = (u, €_m'<>5/,ooo~

Beweis des Satzes IV.5.3: Es sei
v = (u, e e g = (u, @e‘i””'cb,cgo
wobei © € C§°(R") und © = 1 auf supp u.
Behauptung 1: v € Op(R™).
Beweis: Wegen Lemma I11.3.3 gilt
o v=(u, 97 (7)) = (u, (—i)lol z2eC).
Da u € &'(R") gilt
[(u, (=) e ™) < O 107 (2%€ ) || oo (suppu)

18|<p

<1 +(C]P),

das heisst

Vo e s



0¢ v < C"(1+[CP)
daraus folgt

v € Oy (Rn)

Behauptung 2: v = .
Beweis: Es sei ¢ € S. Dann gilt

(o, 0 = (WO, 90) = [ ol0) (0 a¢
— [ twla) e p(g)ac

= [ {ula), e () dc = <“(‘C>’ / e_m.cw(o>

n

= (u(x), ¢(x)) = (@, ¢),

wobei die drittletzte Gleichheit wegen Lemma III 3.3 gilt. Ausserdem lasst sich die
obige Distribution durch eine Integration darstellen, da v € C*(R") C L'(R"). Da
Obiges Vi € S gilt, folgt nun, dass & = v in 5. O

Bemerkung IV.5.4. v € S’ denn 1 € S’ (— vgl. Korollar unten und F ist ein
Isomorphismus S" — S’). Dann folgt mit Proposition IV.4.6., dassv=v-1€ 5.

Korollar IV.5.5. Es gilt

F(do) =1
F(ba) = e
Vo € N F(9%8y) = il ¢
F(1) = & (27)"
F(e™) = (2m)" 6,

F(z®) = (2m)mlel 9% 5.



Beweis des Korollars IV.5.5: &g, d, und 0%y sind alles Distributionen aus £'(R™)
daher kann man Satz IV.5.3. anwenden

F (50) = <(S(), e_m'<> =1

F(a) = (a, e_ix'<> = ¢~ ¢

F (9% 8) = (0% 69, 7€) = (8, O =< (1)l

Beweis der Behauptung: (u(x), ™) =: w(¢). Dann gilt
(w,0) = wle), 2O} = [ w(Qp () &

- / @), e () d6 = | {ule), € p(Q)) de

Rn

= <U(9€),/n e p(C) dC) = (u(z), F (p)) = (F (u), o).

Wiederum ist die Darstellung der Distribution durch ein Integral zulassig, da w €
C>=(R") C L'(R"). Ausserdem gilt (27)™" F F = id in S’. Damit gilt

(0o (2m)", @) = ((2m) " FF (80)(2m)", )

= F (¢9€) = (2m)" 6.
F (9°8y) = (0 &y, 7€) = (8, 0% ™) (~1)l] = (—1)lel jlolge
= 0% 6 = (2m) " (—i)l Fa™

= F(z%) = (2m)"il*l 9 6.



Satz IV.5.6. (Fouriertransformation in L?): Die Abbildung L* — L* : u
w(2m)~™? ist eine Isometrie

Vu € L2 - |[all 2 = (2m)"lull 2,

ausserdem, ist die Abbildung bijektiv und ihre Inverse ist gegeben durch (2w)~"/* F.

Beweis des Satzes IV.5.6: Es sei zunichst v € S C L2 Dann gilt

e = [ woa= [ wrE@)en

= | Flu)- F(u) 2m)™"

RTL

= [ Fw)F(u) (2m)™"

R?’L
= [F(u)|* (2m) 7.
Es gilt also, dass die Abbildung

(8, 11l1z2) > w = @(2m) ™% € (S, ||| =)
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eine Isometrie ist. Aus der Funktionalanalysis I wissen wir: C'{)’OL = L?. Es folgt nun
unmittelbar S¥° = L2. Dies wiederum impliziert

Vu € L2 |[il| 2 = [Jul|g2(27)"2,

denn Yu € S gilt

Il e = llullz= (2m)"2.

Zum Beweis der Aussagen tiber die Bijektivitdt und die Inverse: vgl. Bony “Cours
d’Analyse, S. 177.

Satz IV.5.7. Es gelte entweder u € £ und v € S" oder u € L* und v € L*. Dann gilt

—

Uxv=1u-0.
Beweis des Satzes IV.5.7: Es sei zunéchst u € L' und es sei v € L.

T (= [ e [ ute =y d.



Da e~ u(z — y) v(y) € L*(R™ x R") diirfen wir Fubini anwenden, das heisst

Q) = [ o) [ e Culo - ydyds

:/ v(y)/ eIy (2) dz dy

_ / eray) / e u(z) dz

=0(¢) - a(C)-

Es seien nun u,v € £, dann gilt geméss Proposition I111.4.3 uxv € £ und suppuxv C
suppu + suppv. Dann gilt geméss Satz [V.5.3.

—

uxv(Q) = (uxv(z), €)= (uly), v, %™ (y)).
Ausserdem gilt

(D€ ) = (e7™C, v* )

— [ e [ e =) et)dy ds

= [ e [ o) ety d:
Rn n

P e,

I
>

da v Op und ¢ € S.
Es sei nun u € 5.

Behauptung: Es gibt eine Folge u; € £ fiir welche gilt u; — w in S’
Beweis: Es sel ¥ € C°(R™) mit ¥ = 1 auf By(0). Wir setzen u; := ¥ (%) -u. Dann

RO RRROF
R -

wobei die letzte Ungleichung wegen Satz IV.3.8. gilt.

Es sei nun also v € & und v € S’ sowie v; € & eine Folge, welche in S’ gegen v
konvergiert. Wir wissen bereits, dass gilt wxv; = 4 - 9; und dass @ € Oy(R"). Da
ausserdem v; — v in & (vgl. Satz IV.5.2.), folgt nun mit Proposition I1V.4.6., dass
-0 —0-0in S



Auf Grund der Stetigkeit der inversen Fouriertransformation konvergiert u x v; in &'
gegen eine temperierte Distribution w, fiir welche gilt w = @ - . Aus der Konvergenz
in &’ folgt aber die Konvergenz in D', folglich konvergiert u xv; — w in D'.
Andererseits gilt uxv; — ux v in D’ (— Details: vgl. Bony S.146). Schliesslich gilt
also

— A

uxv=weS und uxv=14u-7.

Korollar IV.5.8. Vu € &' gilt
F(0%u) = ! ¢* F(u)
F(1,u) = e F(u)
F(z%u) = i 0 F (u).
Firue S undp € Oy gilt
Flou) = (2m)" ¢ * ,

falls ¢ kompakten Trdger hat.

Beweis des Korollars IV.5.8:

F(0%u) = F (060 u) = 88y - & = i1°1¢* F(u)

F(1au) = F(6, % u) = b, - G = e F(u),

denn
(Tau, @) = (U, T_a )
und )
(G0 x u, ) = (u, 0g * )
sowie ]
00 *p = p(z+a) = 7_.p(7)
also gilt

T, U= 04 % U.
<.7-_" (2"04 o0” ]—"(u)) , <p> = <z"a| 0% F(u), ]:"(go)>
= (=) (F(u), 0" F () = (=)*! (u, F (32 F (9)))
= (—i)l <u, il FF ((p)> = <x°‘ u, FF ((p)> = <ff(x°‘u), g0>

= F(z%u) = il 0> F(u).



Einerseits gilt B
2m)™" F F(pu) = pu.

Andererseits gilt analog zu Satz IV.5.6.
2m) 7" Flgxa) = (2m) " F () - F(a) = pu.

Daraus folgt nun die letzte Behauptung des Korollars.

IV.6 Cauchy-Probleme

In diesem Abschnitt wird die Frage nach der Losbarkeit von partiellen Differential-
gleichungen mit Anfangsbedingungen untersucht.

Zunachst stellt sich die folgende Frage: Was fiir Bedingungen muss
A€ &'R")[= (C*RM)T].

erfiillen, damit es genau ein u € S'(R") gibt, so dass A xu = f fiir ein gegebenes
feS(R")?
Es sei nun ¢ € S(R™). Dann gilt

(Axu, ) = (A, uxp) = (A(y), (u(=2), p(z = y))).

Wegen der Stetigkeit von A und u folgt daraus, dass Axu € S'(R™). Man beachte, wie
die Faltung einer D’-Distribution mit einer £’-Distribution im Abschnitt I11.4 definiert
wurde!

Satz IV.6.1. Es sei A € E'(R™) von der Form

A= " a, 06,

laj<m

wobei die Fourriertransformierte von A, A = ngm b, x%, die folgende Eigenschaft

hat: 3 ¢ € R", so dass A(C) = 0. Dann gibt es fir jedes beliebige f € S'(R") genau
ein u € S'(R™), so dass Axu = f.

Beweis des Satzes IV.6.1: Wir werden zuerst F an auf A+ u = f. Es gilt f € S'(R")

gemiss Proposition IV.5.1. Wegen Satz IV.5.7. gilt ausserdem Axu = A- 4. Da
A € &'(R") ist nach Satz IV.5.3. A € Oy (R"), woraus mit Proposition IV.4.6. ii)
folgt, dass A -1 € S'(R™).

Es gilt nun also, die Gleichung A - & = f nach 4 aufzulésen

|~

== .

s



Dies konnen wir ohne weiteres tun, da
AQ)#0 VCeR™,

und die Division durch 121, ein Polynom, lasst im Unendlichen f noch schneller abfallen,
das heisst 4 € §’(R"). Wenden wir nun die inverse Fouriertransformation auf @ an, so
erhalten wir eine Losung mit den gewiinschten Eigenschaften.

Wir nehmen nun an, es gebe eine weitere Losung w mit denselben Eigenschaften, das
heisst w € §'(R™) und A+ w = f. Dann gilt

Axu—Axw=A*(u—w)=0,

das heisst )
(Ax(u—w),p) ={(u—w,Axp) =0 ¢S R").

Daraus folgt aber sofort, dass u — w = 0, woraus wir die Eindeutigkeit erhalten.

Beispiel IV.6.2. Es sei A = Ady. Dann gilt

A(Q) = —I¢l,
(— vgl. Korollar IV.5.5.). Nun sei u € S'(R"™), so dass Adyru = 0. Durch Anwendung
der Fouriertransformation erhélt man —|¢|?-4 = 0. Daraus folgt suppa C {0}, woraus

sofort folgt
U= Z Qg o“ 50

|laj<m

und somit

Dies bedeutet, dass die einzigen harmonischen temperierten Distributionen Polynome
sind.

Beispiel IV.6.3. Wir betrachten nun v € S'(R") mit Ady u = 0. Falls wir fordern,
dass v im Unendlichen beschrankt sein soll, folgt, dass u konstant sein soll, da aus
Beispiel 1V.6.2. folgt, dass u ein Polynom ist. Fordern wir weiter, dass u im Un-
endlichen gegen Null streben soll, folgt, dass © = 0 sein muss.

Betrachten wir Anfangs-/Randbedingungen, wird die Geometrie wichtig.

Bemerkung IV.6.4. Nicht alle moglichen Losungen von Axu = f, A€ &' (R"), f €
S'(R™) liegen in S’'(R™). Betrachtet man beispielsweise Ady x w = 0, so ist jedes
w = Re(f), wobei f harmonisch ist, eine Losung. Aber

w = e€"cos y = Re(e*) ¢ S'(R™).

Beispiel IV.6.5. Poisson-Gleichung:



Wir suchen eine Losung des folgenden Problems
Adg xu(= g *x Au = Au) = f, fe&(R").

Wir nehmen an, es gelte n > 3. Die Fouriertransformation liefert —|¢|? - 4 = f , wobei
auf Grund obiger Annahmen

~

f

1
-7 € Lloc

¢[?
in der Ndhe des Ursprungs. Somit ist

A~

—# e S'(R™),

_ ﬂ.—n_ _i
u = (2m) .7:< mz)

ist die gesuchte Losung des Problems Au = f.

und

Beispiel IV.6.6. Warmeleitungsgleichung:

Wir suchen eine Losung u € C*°(R,,S’) des folgenden Problems
(O —A)u=0, t>0, u(0,z)=f(x).

Wir betrachten nun die Fouriertransformation in x und erhalten unter der Annahme,
dass u € &'

(@ +¢Pya=0, a(0,¢) = f(¢).
Daraus folgt sofort L.
at, ¢) = e T (Q).
Dieses Resultat schreiben wir nun wie folgt um:

a(t,¢) = H(t,¢)- £(C),

wobel R
H(t,¢) = e ",

das heisst
u=Hxf.

1
Wir berechnen nun H(t,z): Fir a = py folgt aus Proposition IV.2.2.
FF () - (2m) = (2m) " (42 F (1)
LN e
= H(t,x) = | — TR
o =(m)

Allgemein gilt: Vf € S'(R") 3! Losung v = H x f € C* (W,S(R”)) des obigen
Problems. (— Taylor, “Partial Differential Equations”, volume I, S. 216 f.)



Beispiel 1V.6.7. Wellengleichung:

Wir suchen eine Losung u € C*°(R,,S8’) des folgenden Problems
Ofu — Au=0u =0, u(0,2) = f(x), u(0,2) = g(x),

wobei f,g e &', t > 0.

In einer Dimension: Gesucht ist w, so dass 9?u — 92w = 0. Dann ist u(t,z) =
hi(t — x) + ho(t — x) eine Losung fiir beliebige hy, hy € C?*(R).

Energicerhaltung: (f € C*(R"))

B =5 [ 0P+ VP do
wobel i
IVFI* =3 10e T
Dann gilt -

0 ()= [ @D+ Y00 )Onf) do
— [ @@ D)+ 3008 (00, 1) da

- [@n@s-spa

wobei die letzte Gleichung durch partielle Integration zustande kommt. Ist also f eine
Losung der Wellengleichung, so ist £ konstant.

Als Nachstes wenden wir wieder Fouriertransformation an und erhalten

(0F + 1¢1ya = 0, a(0,¢) = £(¢), a(0,¢) = 4(¢)
Dies fithrt uns zu folgender Losung

a(t,¢) = C -sin(t[C]) + C" - cos(t[C]).

Mit
dvit, ¢) = C|¢] cos(t[¢]) — C'|¢| sin(t|¢])
folgt nun
C-1¢l=3(¢)
und
C' = f(Q).
Damit erhalt man
a(t,¢) = 29 singe - 1¢) + F(Q) cost - [c]). (*)

€]



Daraus lédsst sich mit Hilfe der inversen Fouriertransformation u(t, () bestimmen.
Andererseits lasst sich w auch mittels einer Grundlésung R(t, x) bestimmen

u(t,x) = R(t,x) x g+ 0y R(t,x) * f. (1)

(R(t,z) ist eine Losung des Problems mit f = 0 und g = dy, die sogenannte Rieman-
nfunktion. Man beachte an dieser Stelle auch das, was wir im Kapitel III gemacht
haben.)

Als Nachstes untersuchen wir die Frage nach der Eindeutigkeit der Losung. Es seien
f,g € E'(R™) gegeben. Dann gibt es genau eine Losung u € C*°(R, 8’(R™)), welche die
Wellengleichung 16st, das heisst

Ou=0, u(0,2)=f(z), 0 u0,z)=_g(x),

und die Losung ist durch (1) gegeben. Wir nehmen nun also an, u 16se die Wellen-
gleichung mit f = g = 0 (unter der Annahme, es gebe zwei verschiedene Losungen,
entspricht u deren Differenz). Dann gilt

Vo € Ci°(R™) s v(t,x) == u(t, z) x p(z)
erfillt O v =0 und
v(0,z) = u(0,2) x p(z) = 0xp(z) =0

sowie

9(0,2) = 9y (u(0, z) x p(z)) = u(0,z) x p(z) = 0% @(z) = 0.

Es sei nun ¢, eine Folge in C§°(R™) mit ¢, — dp. Dann gilt v, := u* ¢, — u und
v, € C* und lést die Wellengleichung. Daraus folgt 0; £ (v,) = 0 Vn. Ausserdem
gilt

1
E(vn,t =0) = 5 [ [0wa]* + || Voa|* do
RTL

1 —1 2 2
:i/w FLF @02+ [0, )

=5 [, 2 F )’

da

da



U () |t=0 = 0,

also

0n(€) li=0 = 0.

Schlussendlich haben wir also E(v,) =0 Vn, woraus nun u = 0 folgt. Damit ist die
Eindeutigkeit gezeigt. (— vgl. auch Taylor, “Partial Differential Equations”, volume
I, S.218.)

Als Letztes wollen wir noch R(t,z) ndher anschauen. Aus (%) und (1) folgt:

: sin(t - [¢])
R(t,() = ————=.
="
Daraus erhalt man )
R(t I’) _ Jq:'—l (Slﬂ(t ’ |CD)
’ q '

Andererseits kann man folgenden Weg einschlagen: Es gilt

n —

1 1
87» ‘I‘ _2 ASnfl.
T T

ARn - 83 +

Da die Wellengleichung fiir f = 0, g = Jp rotationsinvariant ist, muss auch R(¢,x)
rotationsinvariant sein. Es gilt also

wobei R, die gesuchte Grundlosung in n Dimensionen bezeichne.
Also gilt auch

n—1

T r T r

denn gemass Obigem reduziert sich die Gleichung Ulg» R = 0 unter Rotationsvarianz

r

auf
(8? — (83 + nT—lar)> R, =0.
Da
O, (% g) z—% g+18rg
und

1 1 2 2 1 1 2 (1
a; <— g) =0, <&n (—g)> =S9-S0 9+-0lg+-g—=0, (— g),
T T T T T T T T

kann (2) folgendermassen umgeschrieben werden

T T T T T T T
(2"l VR
t r ’," ' ’," T n

- DRn+2 Rn+2 .




Daraus folgt

Explizit findet man

Rn+2 =~ aT’Rn
1 sign(t) .
— f < |t
Rot,r) =4 2 e opp <
0 sonst.
Ry(t, ) = — d(|z| — [¢])



V Hilbert-Sobolev-Raume

V.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Definition V.1.1. (Hilbert-Sobolevraume mit ganzzahliger Ordnung). Es sei m € N
und es seiu € S'(R™). Dann liegt w im Sobolevraum H™(R™), falls Yoo = (o, ..., ) €
N* mit |af =3, || <m gilt 0*u € L*(R").

1/2

el o= 2}4|Wm2

laj<m

Bemerkung V.1.2. Es sei v € H™, das heisst Vo, |a| < m, ist 0“u € L?. Daraus
folgt:

i =C F(0"u) € L?,

das heisst

ICPla? < oo Ya mit o] < m.
R”

Dies wiederum impliziert

[ asiepmiare) ac < .
das heisst
(1+|CH™2 0 e L2

Umgekehrt sei nun v € &', so dass (1 + |¢|>)™? 4 € L2 Dann folgt Va mit |af <
m(* 4 € L?, woraus wiederum folgt, dass Va mit |a] <md*u € L2

Aus diesen Uberlegungen folgt folgende Proposition

Proposition V.1.3. u € H™(R") & (1 + |¢|)™? 4 € L*(R").

Definition V.1.4. Es seis € R. H*(R") ist der Raum der temperierten Distributionen
u € S'(R™) fir welche gilt
(1+[¢[?)* a4 € L*(R™).



Beachte (1 + |¢])*/? € Oy(R™) und @ € S’(R"). Daraus folgt, dass (1 + [¢]?)*/%a €
S'(R™).
e = {1+ ¢ e

]

Bemerkung V.1.5. Fiir s € N stimmen die Definitionen V.1.1 und V.1.4 iiberein und
aus der Bemerkung zur Definition V.1.1 ist auch klar, dass die beiden Normen,

e =L+ ¢ allF

]

und
1/2

]

= | X[ o

|laj<m

aquivalent sind.

Proposition V.1.6. Die Abbildung

(., )s : HY(R") x HYR") — C
(w, v) = [ (L+[C])) 0o

R

ist ein Skalarprodukt auf H*(R™). Ausserdem ist (H*(R™), (.,.)s) vollstindig, das heisst
(H*(R™), (.,.)s) ist ein Hilbertraum.

Beweis der Proposition V.1.6:

/ (1+ (¢ av =/ (1+[C[2)*? a(1 +|¢[>)*/? b.
Mit der Holder-Ungleichung folgt nun sofort

|(u, 0)s] < flul

s - || s

Es gilt weiter (u,u)s = |lul|%.. Daraus folgt, dass (u,u), genau dann null ist, wenn
u = 0 ist und sonst positiv ist. Dies zeigt, dass (.,.), positiv definit ist. Ausserdem ist
aus der Definition von (., .)s sofort ersichtlich, dass gilt

(u, M0)s = X (u, v)s
und
(Au, v)s = AMu, v)s.

Damit ist gezeigt, dass (.,.)s ein Skalarprodukt ist.

Wenden wir uns nun der Frage der Vollstandigkeit zu.



Es bezeichne L die folgende Abbildung
L:H®* — L*
u— (1+[¢)*? a.

L ist offensichtlich linear und bijektiv. (Man beachte die Bijektivitdt der Fouriertrans-
formation.) Des Weiteren bezeichne L’ die folgende Abbildung

L':[*— H

v FH((1+ IC|?)~5/2 v) .

Es gilt nun L' = I/ und L ist sogar eine Isometrie zwischen H*® und L?. Da (L2, ||.||2)

vollstidndig ist (— vgl. Funktionalanalysis I), folgt nun, dass auch (H*,||.||gs) ein
Hilbertraum ist, wobei ||.||y die von (.,.), induzierte Norm ist.

Proposition V.1.7. Es gilt
HS

@) -
das heisst C§° (R™) liegt dicht in (H*, (.,.)s).
Bewetis von Proposition V.1.7:

Behauptung 1: S™° = H*.

Beweis von Behauptung 1: Wir zeigen zuerst, dass S in L? dicht liegt. Es sei
peSRY), feN" keN.
Betrachte nun
P(z) = (1 + |z[*)", P(x) € O (R")

und

|P(2)0” (z)] < C,
da

P p(x) € S(R™)

und P(z)-¢ € S(R™) fir v € S(R™) nach Proposition IV.4.6. Es folgt sofort

Cp i
Daraus folgt weiter

S(R™) ¢ LP(R"), 1< p < oo,

denn



P

|g0(x)|pdx</ idm<oo
Rn = Jre (L |z|?)kr

fur
k=1[n/2]+1
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Des Weiteren gilt S(R") D C§° und CgOL = L?. Daraus folgt S(R”)L = L2
Nun betrachten wir L=! : L? |s— S. Fiir u € Sist & € S und da (1 + [(|>)™*/? € Oy
ist auch (1+[¢|>)~*2a € S.

Aus dem Beweis von Proposition V.1.6. ist ausserdem bekannt, dass L~! eine bijektive
Isometrie ist. Da S(R™) in L*(R™) dicht hegt folgt daraus nun, dass L™!(S(R"))=

S(R™) in H*(R"™) dicht liegt, das heisst S (]R”) = H°.

Behauptung 2: 3 p €N, 3C >0, so dass Vo € S(R")

lells < C N, ().

Beweis der Behauptung 2:

w=([asipriroa)”

= ([ asiepas e o) )

< C supsern(1+ [¢2)*/* 2 6(C)]

Il

S C Ms}-ﬁ-l-ﬁ-n (@)

< C Ngsr4nins (9) = C Niglyaron (9),

wobei die letzte Ungleichung wegen Satz IV.3.4 gilt.

Es sei nun v € H® und € > 0. Es gibt dann ein ¢ € S, so dass ||u — ¢||gs < /2.

Weiter gibt es eine Folge ¢; € C°, so dass

No(pj —¢) — 0.

J—00

Wahle nun j, so dass

Np(‘:pjo - @) < %

Hs S 8/2

= [lpj — |



Es gilt also

| —@jollms < |lu—@llus + [lwj — @llas <e.

Damit ist gezeigt, dass Cg°(R") in (H*, (.,.),) dicht liegt.

Satz V.1.8. Es sei s € R und es set w € H™*. Dann ldsst sich die Abbildung

u:S—D
o = (U, )s,s
eindeutig zu einer linearen, stetigen Abbildung von H?® nach C fortsetzen, welche mit
(u, vy bezeichnet wird Vv € H®. (Linearform).

Es sei L eine lineare, stetige Abbildung von H® nach C, dann gilt es ein uw € H™*, so
dass

L(v) = (u, v)g-s gs Yv € H,
das heisst

(H*)* = H>.

Beweis des Satzes V.1.8:
Behauptung 1:

[(u, @) < (2m) ™" |Jull -
Beweis der Behauptung 1:

Vpoe S

m)"FFp(x)=2m) " F e "¢ p(x) da

R

=2n)"F | e p(—x) dv

(21)" / mc/ () drd(
(2m)~ / —M/ e p(z) drd¢

= (2m) " FF p(z) = p(2).
Daraus folgt nun

(u, o) = (2m)"(u, FF &)
= (2%)_"<}"u, f¢>8/78

= (2m) (1 + ¢ F (), A+ K2 F (9)s,s



Es gilt nun
(L+[¢P)* € O, Fp) €S
= (14+ [P F(p)eScL?
L+ [P~ Flu) € L?

da u € H~*(R™) Damit lésst sich (u, ¢) wie folgt umschreiben

(u, @) = (2m)" / (L4 CP)*2 a1+ |(2)"2 &

n

< (2m) " lullg—

Ol s

= (2m) " lulla-llll s,

wobei die letzte Ungleichung wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt.

U ist also eine lineare, stetige Abbildung von S, einer dichten Untermenge von H*,
nach C. Daraus folgt, dass sich U eindeutig zu einer auf ganz H?® definierten, linearen
stetigen Abbildung fortsetzen léasst.

(u, f) = lim (u, p;), wobel f¢&S,p,€S, ¢, — f

Jj—00 Jj—00

Es sei nun umgekehrt L € (H®)* gegeben. Ziel ist es, ein u € H® zu finden, so dass gilt
(u, -) = L(-).
Wir betrachten die folgende Abbildung

M:L?>—C

fro L(FH A+ B2 ) = Liw),

wobel

w = .7:_1((1 + [¢|?) %/ f)
Im Folgenden sei f € S. Da (1 + |¢|?)¥?w = f € L?, ist w € H® und es gilt
£l = el
Da f € S gilt ausserdem w € §. Ausserdem gilt

(M ()] = [L(w)] < Cllw|

ws = O fllz2,

das heisst
M € (L*)*



Da L? = (L?)*, gibt es g € L?, so dass
M(f) Z/g-f
= [P g+ 1y
= (F(+1CA)72 9(0)), FTHO+1C) ™ £(0)))

S'S

Man beachte
(L+ A2 FF (A + )2 g(Q)) = A+ ¢~/ @m)" (1 + [¢1)** 9(¢))”
= (2m)" g(¢) € L?

= F(1+ ¢ g(¢) e H.

Es folgt nun

L(w) = M(f) = (F((1 + 1¢1*)%9(0), w)srs = (u, w)srs, (1)

wobel

w=F((L+1¢*)*"? (), ue H
(1) gilt also fiir alle w € S, so dass es ein f € S C L? gibt, so dass gilt

(L+ 15172 f = F(w).

Da
wi f= (L4 [C]?)2 F(w)
eine Bijektion von S nach S ist, gilt (1) Vw € S.

Es gilt also
L(w) = (u, w) YweS.

Aus dem schon Bewiesenen, nidmlich der Tatsache, dass (u, -)s s eindeutig zu einer
linearen, stetigen Abbildung von H*® nach C fortgesetzt werden kann, folgt, dass

L(-) = (u, ) s -



V.2 Vergleich von H’ mit anderen Raumen

Lemma V.2.1. Vs >0 V((,n) € R" x R" gilt
(L4 [¢PP)* <4 [(L+1C =) + (1 + [n]*)°]
VseR V((,n) € R" x R™ gilt

(L+1¢P)® <28+ i) (1 + |n — ¢*)™

Beweis von Lemma V.2.1:  Va,b € R, gilt
(a+0b)° <2°(a® +b°%)
Des Weiteren gilt

(L+1¢P?) < @ +2[¢—n> +2n%)

<21+ [C—nl*+ 14 nP)

Fiir a := 1+|¢—n|? und b := 1+|n|? folgt mit (3) nun sofort die behauptete Ungleichung

(1).

(2) & 1+ ¢ (1 +n*) s <28 (14 |¢ =)k,

Daraus sieht man, dass es geniigt, den Fall s > 0 zu zeigen. (Man vertausche allenfalls ¢
und 7.) Auf Grund der Homogenitét geniigt es ausserdem, den Fall s = 1 zu beweisen.

(Der Fall s = 0 ist trivial.)

Es sei also s = 1. Wie schon gesehen gilt

(T+1[¢]?) <2+2[¢C—n]*+2|n
<242[C = +2[n)* + 2" — n|?

=2(1+[C—nl*) (L + In?).

Satz V.2.2. Es sei s > 5+ k, wobet k € N. Dann kann H* stetig in Ck eingebettet

werden. Ausserdem gilt Yu € H® : |0%u| — 0 im Unendlichen fir |o| < k.

Gilt weiter s > g, so ist H® eine Algebra.

(Die erste Aussage besagt, dass fiiru € H®, s > g +k, giltu € C* und 3 C, unabhingig

von u, so dass ||ullgs - C > ||ul|cx.)



Beweis des Satzes V.2.2: Es sei zunachst £ = 0 und es sei u € H”.

a(C) =(1+ [¢[*)*a(¢) (1 +[¢[*) 2,

wobei

1+ [¢P)**a(¢) € L*(R™)
da

u € H*(R™)
und

(1+ ¢~ e L*R™),
da

1
/Rn A+iep: =

da nach Voraussetzung 2 s > n.

n
der Holderschen Ungleichung — vgl. Skript von M. Struwe “Analysis 111”7, S. 52.) In

unserem Fall folgt mit p =2 = ¢ a(¢) € L'. Aus Satz IV.2.1 folgt nun u € C° und
u — 0 fir |z| — oo.

1 1 1
Fir1 <n <oomit — =—+ —gilt fiir f € LP, g€ L?: f-g € L™. (Verallgemeinerung
p g

EsseinunkeNunds>g+k. Dann gilt fiir |a] < k mit s = s — k.

¢ =C*(1+ ¢ a@ +|¢*) 7,

wobei

(L+ ¢~ e r?
da

(s—k)-2>n
und

CA+ICP) P ae L2,
da

(L+1[¢»)*?ae L?
und

| < k.

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung folgt nun wie oben, dass 9%u € C° fiir |a| < k.
Sie Abbildung, welche H*® in C* einbettet ist also die Identitit, die trivialerweise stetig
ist.

. n .
Nun sei s > 5 und es seien u,v € H?®.



Behauptung: uv € H®.
Beweis der Behauptung:

(L4 [C[2)2 a0 = (1+ [CP)*2(2n) / ) (¢ — n) dn,

n
denn

(ax0)" =t-0(— Satz IV.4.6)
=(2m)"a2m)" 0, da (2n) "FFe=¢
= (2m)*" (uv)¥
= (2m)* (27) " FF (w)
= (2m)" FF (uv)
= F(u*v)=(2m)" FF(uv)
= F(uv) = 27) " a* 0.
Nun kann man mit (1) aus Lemma V.2.1 wie folgt weiter abschétzen:

(1 + [P au(o) < © . [ () (1 + [n*)*2 | [0 (¢ = m)| dn

+C [ a0 (¢ —mn) (L+[¢—n*)? | dn,

Rn

wobei |9(¢ —n)| € L' und |a(n)| € L' (— vgl. 1. Teil des Beweises) und [9(¢ —n)(1 +
¢ = nl*)** [€ L? und [a(n)(1 + [n]?)*/? |€ L?, da u,v € H".

Die Behauptung, dass uv € H*®, folgt aus

(1+[¢P)**uv (¢) € L.

Dies wiederum folgt aus folgender Tatsache:

Essei fe LPund essei g € L9,1 < p < oo. Dann ist fiir

1 1 1
I<-+-=1+-

P g r

frxgel.

(— vgl. Skript von M. Struwe “Analysis III”, S. 64). In unserem Fall ist p = 2 und
g=1=r=2.

Bemerkung V.2.3. An dieser Stelle sei der Vollstandigkeit halber das folgende Re-
sultat erwahnt:



Satz V.2.4. Es sei ¢ € S(R") und es sei u € S'(R™). Dann gilt:
a) uxpe C®R") und
O*(u* @) = (0) *x o =u* (0%) VaeN"
(u*  ist analog zum Abschnitt 111.3 definiert).

b) ux ist eine temperierte Distribution
¢) Fluxp)=F(u)- F(p).
Beweis — vgl. Rudin, “Functional Analysis”, S. 195

Satz V.2.5. Es sei s = g +k + a, wobei k € N und o € (0,1). Dann gilt H* C C**.

Definition V.2.6. Hélderraum C*.

uweCh o qyeCk

und
V8] < k
qilt
¢ _ B
o 1270 —0%uw)
Tty |z —y|*
0°u(x) — 8%u(y)|

||w|| o == sup sup ~
Bi<katy [T =Yl

Bemerkung V.2.7. Au € C%%% V?u € C° das heisst alle zweiten Ableitungen sind
stetig, aber
Au € " = Vi € O,

Beweis des Satzes V.2.5: Es sei zunachst k =0:s = g +a,a € (0,1) und es sei u €
H?. Dann gilt

u(z+h) —u(z) = (/L e (C) - (efh — 1)) (2m)™"
=
-+ )~ (o) <C [ |0+ PRI+ 6P 1)

wobei

(1 + [P ?a(Q)| € L2, da we H?
und

(14 ¢~ — 1] € L2
da



(1+[C[2)~2eh — 1) < 201+ |¢)~*/? € L2,
da
2-s=n+a>n.

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt nun fiir den Fall |h| < 1

' 1/2
ol =) = ) < Clllla | [ (14§~ 1]

1/2
< Cllullg [/ (1+|<|2)‘S|e"'h—1l2]
[¢]<

[h]

1/2
[ e - 1|2]
> L

I3

+

Und es gilt

[ Ol g

[

< / (14 [C[2) 22 ¢RI dic]
I<|<

1
[h]

(Polarkoordinaten und Abschitzung von |e®" — 1])

S C//|h|a-
Analog findet man
/ (Il < O

1
[R]

Insgesamt hat man also

lu(z + h) —u(z)| < C - |h|*.
Den Fall |h| > 1 behandelt man analog. Daraus folgt die Behauptung fiir £ = 0. Fir
k # 0 gilt

n n
=—+k > — + k.
s 2—|— + 2+

Sei u € H*(R"), dann folgt aus Satz V.2.2 u € C*.

Um die Behauptung u € C*® zu zeigen, fiihrt man obige Rechnungen fiir die Ableitun-
gen mit |a| < k durch.

Bemerkung V.2.8. Warum schliesst man a = 0 und a = 1 aus? Fiihrt man obige
Berechnung zum Beispiel fiir & = 1 durch, so erhalt man

luz + h) — u(z)] < Clh|(log L)% u € 01
n



Satz V.2.9. 3u € HY?, so dassu ¢ L.

Beweis des Satzes V.2.9: Betrachte

a0 — LI

— e L%
1+ log(1 + |C]2)

Es gilt

|

b = [ PO+ P

— L+ [¢H™ o
_C/[R(1+log(1+’<|2)2 [¢["7d|¢] < oo

(Man beachte: / 5— < 00.)
1 t- log t

Daraus folgt uw € H™?.

Andererseits gilt aber 4 ¢ L'. (Man beachte / 00.)
R

t-logt

e—0

/e—ECIQ@ — /]:(e—lelz)u,

F <e_5‘<|2> e}

Damit erhalt man /e_‘EC| i — o0, da eIl 4 — 4 punktweise und

wobel

unabhangig von €.

Angenommen, u € L™, dann wire ||u|l < co und es wiirde gelten

JFEE < full [ Fe ) < Jul ] Fe ) < o0,
Dies ist aber ein Widerspruch, denn
/f<€_€<|2> u 2 .
Somit gilt u ¢ L.
Proposition V.2.10. Es sei s > 0. Dann gilt H*(R") C H°(R").

Beweis der Proposition V.2.10:

fulle = [ 0+ 1CB ()P

< sup(1+ [P [ (L IGPY ao)P

CERn

< [lulls-




Proposition V.2.11. Yy € S(R"), VYue H*(R") gilt pu € H*(R").
Beweis der Proposition V.2.11:

L+ 1Bu O = (1 + ¢ - p(C = 2)alz) dz | (2m)~™".
Mit (2) aus Lemma V.2.1 folgt

(1+ I¢1)*" [Zu ()] <C. . (¢ = 2N +1¢ = 2PV Ja(2)] (1+]21),

wobel

la(z)] 1+ |2)** € L?, da we H®

und

1P(C—2)|(A+1|¢—2H2 e LY, da p(1+|¢C— 22 es Ll
. . 1 1 1
Aus der Tatsache, dass fxg € L" fir f € LP, g € L? mit 1 + — = — 4+ — folgt nun
r p g

(1 + ¢ Bu(c)| € L,

woraus die Behauptung ¢u € H*(R™) folgt.

Definition V.2.12. H} (R") bezeichne den Raum aller temperierter Distributionen,

deren Produkt mit einem beliebigen Element aus S(R™) in H*(R") liegt.

Bemerkung V.2.13. H°(R") C H}

loc

(R™).
Es sei ¢ € C§°(By) mit ¢ = 1 auf By, dann bezeichne fiir

NGN:SON(x):SO(%)

und

NN(U) = |lonul

HS.

Satz V.2.14. Die Finbettung H*(R™) < HY (R™) ist fiir o < s ist kompakt, das heisst

das Bild einer kompakten Menge von H*(R™) ist eine kompakte Menge in HJ (R™).

Beweis des Satzes V.2.14: Es sei u, € H*(R") eine Folge, fiir welche gilt ||u,|
unabhangig von n.

s < C

Behauptung 1: Unter den obigen Voraussetzungen gibt es u], € H® und uy € H®, so
dass Vo € S(R") gilt
[l (up, — too) ||z — 0.



Beweis von Behauptung 1: Geméss Voraussetzung gilt
[ asicrlaP < <oo v

Dann gibt es eine Teilfolge u,, mit

1 2y5/2 4, w
(L4 1) i e
(VH vgl. Funktionalanalysis I und beachte Reflexivitat und den Satz von Eberlein-
Smulyan).

Daraus folgt, dass ue, = F ' ((1+ [¢[*)"/%f) € H*.

(141" oo =: f, [feL?

Behauptung 2: Yo € S(R") gilt ||¢(tn — uoo)||ge — 0, das heisst
| IR (= )P 0.

Beweis von Behauptung 2: Es sei € > 0. Wahle R > 0, so dass gilt (1 + R?)7™° = ¢.
Es sei weiter ¢p € C§°(Bag) mit ¥g =1 auf Bg und 0 < ¢ < 1. Dann gilt

L Q1P 16 G = ) = [ RGP 1% i = )

[ =B IO o (o — )
Dabei gelten die folgenden Abschatzungen

[ = 16 o (i = )
No| AL (A s V(2
< [, IR 1o G — i)

<1+ Ry / (14 1C12)° 16 % (e — i1o0) P

R™\Bp

< ellp(tn — too) | 1

< eCl [Jum]

s+ [[too]| 5]

<20 -eC,

= / P(C = 2) 1+ [27) 72 (1 [2%)°72 (i (2) — 1o (2)).



Da (1l (2) — tiss(2)) (1 + |2]?)*/? % 0und ¢ € S C L2, also (1 + [2]?)%/2 € S folgt
nun

@ (U = lioo)(C) = 0 V¢
aus

b = 1)(Q) = [ G(C—2) (r(0) — ()
Behauptung 3: ||@ * (ln — Uoo)||Loo(Byr) < Cryp, unabhéngig von n.
Beweis von Behauptung 3: Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert

| % (= tio0) (O] < Nl@(C = 2) (1 + [2%) 72 |2 ([ |

Dabei gilt

s+ [[Uool| 15).

19(C = 2) (L +[21%) /% |2 < C/ (¢ = 2)P (L +1¢ =2 1+ I¢)°

wegen (2) aus Lemma V.2.1
S CCvSO

Es gilt nun also

VR @ * (U — o) | (L+[¢]) < Cropf e L'
und

U ¢ (i — tioo)| (1 +[¢7)7 — 0 VC.

Aus der dominierten Konvergenz folgt nun

VRl Jin — o) (14 )7 -— 0,

R
das heisst 3 N € N, so dass Vn' > N gilt
W3 |9l — fieo)| (14 [¢2)7 < /2.
Rn
Insgesamt gilt also

1
/ |@ % (U — i00)] (14 [C]*)° <eCp+e/2=¢ <C¢+§).

Da ¢ beliebig war, folgt nun Behauptung 2.
Damit ist nun auch Satz V.2.12. gezeigt.



V.3 Das Losen von Cauchy-Problemen fiir elliptische partielle
Differentialgleichungen in Hilbert-Sobolev-Raumen

Im Folgenden sei

feSR") oder fedS'(C),

ue S (R") oder S'(C),

Lu:= Y Codu=f,
|ao| <m

wobel

3 ap, || =m, C, #0.

Definition V.3.1. L heisst elliptisch, falls gilt

Y Cul=0&(=0.

|laj=m

Beispiel: L =A=02 +---402 , dasheisst ¢; =1, 1 <i < n. Dann ist sofort klar,
dass gilt

> G =0e¢=0,
also ist L = A elliptisch.

Analog siecht man auch, dass L = 9? — A nicht elliptisch ist auf dem Lichtkegel (—
Minkowski-Metrik).

V.4 Cauchy-Probleme in R”

Wir betrachten

(-A+)=f feSR") & ((F+1)a=Ff

Satz V.4.1. Die Abbildung

Hs+2 N Hs

u— —Au+u

st ein stetiger Isomorphismus und es gilt

leallgess = | = A+l



Beweis des Satzes V.4.1: Es sei u € H*"2, dann gilt

| iy jip < oc.
Ausserdem haben wir

(—Au+u) = (CP+1)a
und

n

[ -aus P = [ @ o < o

Daraus folgt

||| grs+2 = || — Au+ ul| .

Es sei nun umgekehrt f € H*. Dann gilt fiir @ := (1 + |¢|2)~* f, dass u die Gleichung
—Au + u = f lost. Daraus folgt die Surjektivitiat der obigen Abbildung. Da sie
offensichtlich auch injektiv und stetig ist, ist damit die Behauptung gezeigt.

Dieser Satz liefert also die eindeutige Existenz einer Losung v € H**? des Problems
—Au+u=Ff feH".

V.5 Cauchy-Probleme in R” (Halbraum)

R == {(z4,...,2,) € R", z,, > 0}

v = (v1,...,2,) = (2, x,),

wobel

LU/ = (.171, e ,l’n_l).

Dann definieren wir
H*(R%}) == H*(R")/.,
wobei

u~v<e supp(u—ov) CR”

und

lullir ey = inf ol oo

Probleme, welche auftreten konnen:

i)  Wir betrachten folgendes Problem —Au + u = f, wobei v € H**?*(RY) und
f € H*(R%). Nehmen wir an, f ~ f, so gibt es @ € H**? (R"}) mit —Aa+a = f.
“Wir haben also zu viele Losungen”.



ii) Betrachte s = 0.

1
) g ] et 2

wobei ¢ € CP(BY™) und ¢ = 1 auf B! Dann gilt » € L?> und
u(2',0) = oo auf BP™', das heisst u |{u 0y ¢ D'

Ziel ist es, eine Spur von v € H*(R™) auf H = {(z’,0)} zu definieren.

Satz V.5.1. FEs sei s > % Dann lasst sich die lineare Abbildung

T:S(R") — SR (Spur)

o(a, zn) = p(a',0)

2u einer surjektiven, linearen, stetigen Abbildung T : H*(R™) — H*~3(R"™) fortset-
zen, das heisst Yo € S gilt

1T o || gra-1/2 ('n-1) < Cllellms (R7)-

Bemerkung V.5.2. Offensichtlich haben wir durch die Spurbildung Regularitat ver-
loren. Man beachte dazu das folgende Diagramm

H*R"™ = H"Y?*(R") — C°*R"), ac(0,1)
T \r
Hn/2—1/2+a (Rn—l) SN Co,a(Rn—1>.

Beweis des Satzes V.5.1:
Behauptung 1: 3 C > 0, so dass Vo € S(R") gilt

o1z (R < C' gl

Beweis von Behauptung 1: Es sei ¢ € S(R™). Dann gilt

o0y =em [ [ e e dc g,

= (2m)™" /R e [ /R P Gn) dcn} dc’

— (27T>—(n—1)/ eim’vg’gb(c/,()) d</7
Rnfl

wobei (%)



B(¢',0) = (2m)! /R (¢ C) dé

~ (2m)! / (1412 3¢ G+ [P~

Damit erhalten wir unter Berticksichtigung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

T+ 2lp(C)] < 1+ IC’IQ)S_”Z/R(l +1C)* 10 (¢, Ga) 1P dGa

()
<[ @iy de.

wobei gilt

2\—s _ 1
/R(1+|C|) an—/R AT e+ G ¢, (< o0, das>1/2)

-/ VIFITE

r (L [CP) (1+A%)

=Ci(1+ )2 mit € = /(1 + A%) 7 dA,
R
wobei im zweitletzten Schritt die folgende Variablentransformation gebraucht wurde

G = (14 [¢')2 A

dén = (1+[CHY? an.
Integration von (%) beziiglich (’ liefert schliesslich

I+ 1P 2B 0 Ml < llel

e (R")" (% x %)

Aus (xx) ist weiter ersichtlich, dass f?o = ¢. Damit ist klar, dass (x xx) die
Behauptung zeigt. [ |

Da § dicht liegt in H® folgt nun die Aussage des Satzes bis auf die Aussage der Sur-
jektivitat. Dies wollen wir nun untersuchen.

Es sei nun )
ge H 2 (R"™H NS R").

Wir suchen ¢ € H*(R™), so dass T'p = g gilt und

C||90||H5 (Rr) = ||9| Hs—1/2(Rn-1),

wobei C' unabhéngig sein soll von g.



Behauptung 2: 3 C >0, so dass Vg € H*"V/2(R"1) N S(R™) gilt
3 pe H(R")NS(R")

und

Cllel o2 (R,
Beweis von Behauptung 2: Aus dem Beweis von Behauptung 1 wissen wir, dass die
Fouriertransformation beziiglich der ersten n — 1 Variablen von ¢ gerade ¢ ist. Wir
suchen also ¢ € H® (R"), so dass

msrn) > ||g]

§(¢) = (2m)! / 5 (ChG) dG

Wir definieren nun
(14 [¢')Y

1+ [C]R)NFI2 g, N>o.

P(C€) = C4

Dann gilt

~ o HN2\N ~/ 1 1
[ ¢0=a0+P00) [ Tremreme

= Ci(1+[CP)Mg(¢) On (1 + ¢~

Wahle nun C so, dass C - Cy = (27)~%. Es ist nun klar, dass gilt
Tp=g.

Die Aussage

IT

verlauft analog zum Beweis von Behauptung 1. O

w12 ®r-1y < Cllol s gn)

Proposition V.5.3. Es sei s > % und es sei p € H*(R™) so, dass suppp C R™, dann
qilt
Tp=0.

Korollar V.5.4. Up v = Tu=Twv, das heisst, die Spur ist wohldefiniert auf
1
H? (Ri), s > 5

Beweis der Proposition V.5.3: Es sei h > 0, dann ist 7_p, p(x) = ¢(2/, 2, + h). Es
sel weiter ¢ € C§° mit suppy C Bi(0) und [ ¢ = 1. Wie {iblich ist

o= w (2).

€n €



weiter gilt
HS
Yk T_pp — Top .

Es sei nun 0 < h <e. Dann gilt
YexT_po=0 auf R" x {0}, da suppyp C R™.

Nun sei ausserdem x € C§° (B2(0)) mit x = 1 auf B;(0) und es bezeichne y. = x (¢-).
Dann gilt

HS

Xe(Ve * T_p ) — T_p @
und
T(Xe (Ve *T-p @) = 0.

Daraus folgt
T(T_h (,0) =0. (1

~—

Behauptung: 17— ¢ — @ in H®.
Beweis der Behauptung: Es gilt

= [ QP o) (=)

I7-np — ¢
wobei
1+ 1) @ () (e = 1) ‘2 — 0 iiberall
und ' ,
L+ 1)) 2 () (e =1)[" <A+ ¢} -4- 1@ Q) € LY,
da

p e H*.

Mit Hilfe der dominierten Konvergenz folgt die Behauptung. Daraus folgt aber unmit-
telbar die Aussage der Proposition. O

Satz V.5.5. Es sei s+2 > % Die Abbildung

L - H8+2 (Ri) N Hs+3/2 (Rn—1> < H® (Ri)

ur— (Tu, —Au + u)

ist ein stetiger Isomorphismus, das heisst 4 C > 0 so, dass

[ — C[HTULW%(WAY+H—Au+uMme

Bemerkung V.5.6. Dieses Theorem besagt, dass das Problem

“Autu=feH (R
Tu = ge Hs+3/2 (Rn—l)'

eine eindeutige Losung v € H*? (R™) hat.



Beweis des Satzes V.5.5: Wir betrachten zunachst folgendes Problem

A+ w =0
(a)

Tw =g

Im Folgenden bezeichne ~ die Fouriertransformation beziiglich der ersten n — 1 Vari-
ablen. Wir nehmen ausserdem an g € §. Dann gilt:

Ist w € S eine Losung des Problems (a), so ist w(¢’,0) eine Losung des Problems (b)

o 5
w+ (|[CFP+ ) w =0
gz @+ (<17 +) o

w(¢',0) =g(¢)
Explizit findet man

W (¢ xn) = e VICFR e g (),

Nun stellt sich die Frage, ob w € H®*'2. Dazu sei 9(t) := et , t > 0. Dann ist
Y € S(R) und @ (¢’, x,,) lasst sich schreiben als

@ () = (VICP+ 2 ) - 3(C),

Weiter gilt

/]R g o U~)(</7 Ty) d, = g(C/) /R¢ (\/m xn) e Nt g,

o (¢KP+A>'VWP+A
w(¢’; Gn)



und damit

2

Larieprraf = [ @ iR+ 16 (08 + 27 13

. 1 112\s4+2
<l [ SEED 3P

Y

|Cn‘2'(s+2) n Cn ’ N2 d d ,
+ /Rnl R |<’/|2 —+ )\ w \/m |g(C )| Cn C
<N lloo 119l esae

dc! (s+2)-2 A 12\s+2 |7, 2 dn 1a(¢N |2
[ [ e e ) w1,

1
VITET
= (+)

da g = g und man beachte die Variablentransformation

n:Cn/VK/P_'_)‘J dC, = \/‘C/|2+)"d77

Also

(¥) =1l llg]

Hs+3/2

~ 0 AIN(2 112\s+3/2 / 2:(s+2) |7 2
[ ORIy ac [ e G dn

< g llasrarz (19 loo + C7) = llgllresare C.

Diese Uberlegungen gelten fiir § € S, also ¢ € S. Da aber S in H" dicht liegt, folgt
die Aussage des Satzes nun unmittelbar, denn im Satz V.4.1. haben wir schon gezeigt,
dass wir ||u||gs+2 durch || — Awu + u ||gs+2 abschétzen kénnen. Wegen besagtem Satz
ist auch die Einschrankung auf —Awu 4+ u = 0 kein Fehler, da der Fall —Au +u = f
dann mit Satz V.4.1 sofort behandelt werden kann.



VI Dirichlet-Probleme

VI.1 Einleitung

Ziel dieses Abschnitts ist das Losen von Dirichlet-Problemen, d.h. von Problemen
der Form:

Au = f auf Q
u = g auf 0f)
wobei 2 C R™ offen ist.

Im Folgenden sei 2 C R", wenn nicht anders spezifiziert, ein offenes, glatt berandetes
und beschranktes Gebiet.

Definition VI.1.1. Es sei Q offen. In Analogie zu Definition V.1.1. ist H ()
definiert als der Raum der u € L*(Q), fiir welche die Ableitungen dyu im Sinne der
Distributionen ebenfalls in L*(S)) liegen.

Aus Proposition V.1.4 wissen wir, dass H'({2) ein Hilbertraum ist.

Satz VI.1.2. Die Abbildung v: C®(2) — C>®(0N), wobei vf = floq ist, lisst sich
eindeutig zu einer stetigen, linearen, surjektiven Abbildung
v HY(Q) — HY?(09) fortsetzen.

Beweis Der Beweis lasst sich unter Beachtung, dass €2 glatt berandet ist, auf den Fall
Q2 =R zuriickfithren. ( vgl. Bony, “Cours d’analyse”, Seite 205).

Satz VI1.1.3. Es sei u € HY(Q). Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:
a) yu =0
b) Zu € H'(R"), wobei

| u oaufQ
Zu = { 0 sonst
c) 3 Folge p; € C(Q), so dass ||u — ;|| — 0.

Definition VI.1.4. H}(Q) bezeichne den Raum der Distribtionen aus H'(S2), welche
eine der Eigenschaften und damit alle Eigenschaften des vorangehenden Theorems
haben.

H} () ist ein abgeschlossener Unterraum von H!(Q) und somit auch ein Hilbertraum.

Satz VI.1.5 (Ungleichung von Poincaré). Es gibt eine Konstante
C € R, so dass Vu € H}(Q) gilt:

1/2
lul| 12 < C(/Q [Vu(a)|dx )



Beweis

i) Es sei zun"achst ¢ € C§°(€2). Es sei weiter R > 0, so dass

i)

QC {zx| - R <=z, <R} Esgilt dann:
cp(x/, Ty) = / 0n<p(x/, t)dt.
“R

Betrachte nun ¢ als Funktion nur von z,, d.h. oz, 2,) = ¢(x,). Ausser-
dem sei x, zunichst fest. Da C§°([—R,z,]) dicht liegt in L*([—~R, z,]) und da
L*([-R, x,)) ein Hilbertraum ist, gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung :

[(F I < 11 Tlgl]

wobel

R
(F)= [ 7egdeund )= (7.0

In unserem Fall gilt also:

O 0 =| [ ol e

= |p(z,z,)

< (/: 1dt)(/: |8ngp(x’,t)|2dt)

< (/_}; 1dt)</_i|8ng0(xl,t)\2dt)
Wir erhalten also:

// lo(z', @) 2de’ da,, < /// 2R|0np(x, t)|2dtdx dx,
Q@ |en|<Ri|t|<R

< 4R? / / 0np(a, 1) 2dtda’
Q

Damit ist die Behauptung {’ur ¢ € C§°(Q2) mit C' = 2R gezeigt.

Sei nun u € Hg (). Wegen Theorem 3 gibt es eine Folge ¢; von Funktionen aus
Ce(Q2), so dass ||u — ¢;||g1 — 0. Da die behauptete Ungleichung fiir alle ¢; gilt,
folgt nun sofort die Behauptung auch im Fall u € H{ ().

Definition VI.1.6. Es seien u, v in H'(Q2). Dann definieren wir:

B(u,v) =) /Q dyud;vda

Weiter definieren wir die Energie von u:



Da fiir konstante u gilt: E(u) = 0, ist F(u)'/? keine Norm auf H*(Q2). Es gilt aber:

Korollar VI.1.7. Auf H}(Q) definiert B(u,v) ein Skalarprodukt und die Norm E(u)'/?
ist dquivalent zu ||ul| . Ausserdem ist (HE(QY), B(.,.)) ein Hilbert-
raum.

Bemerkung: Die konstanten u liegen nicht in H} (), denn es gilt yu # 0. Nach Theo-
rem 3 und Definition 4 liegen sie folglich nicht in H} ().

Auf Grund der Definition von ||u||z: und der Definition von E(u) ist sofort klar, dass
gilt: [ull2 = E(u) + [Jul]-

Ist nun v € HJ (), so liefert die Ungleichung von Poincaré:

E(u) < |lullfp < (14 C*)E(u)

Bemerkung: Man beachte die Analogie zur Energie einer Kurve, die wir aus der Dif-
ferentialgeometrie kennen.

V1.2 Homogenes Dirichlet-Problem

Im Folgenden betrachten wir nur noch reellwertige Funktionen, somit ist B sym-
metrisch.

Lemma VI1.2.1. Es sei u € H'(Q). Es gibt dann ein u € H}(Q), so dass
Vv € HY(Q) gilt:
B(u,v) = B(a,v)

Beweis Wir betrachten die lineare Abbildung L(v) = B(u,v) auf H;(f2). Gemass der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt: |L(v)| < E(u)Y?E(v)Y/2. Dies zeigt, dass L stetig,
also eine Linearform ist auf (H}(S), B(.,.)). Aus dem Darstellungssatz im Hilber-

traum wissen wir nun, dass es ein eindeutiges Element @ € H}(f2) gibt, so dass gilt:
L(v) = B(u,v) Vv € H}(Q).

Bemerkung: Der Beweis zeigt sogar, dass es genau ein Element @ gibt, so dass fiir
alle v € Hy(Q2) die Gleichung B(u,v) = B(1u,v) gilt.

Satz V1.2.2. Es sei g € H/2(0Q). Dann gilt:
a) Es gibt genau eine Funktion uw € HY(Q), die das Dirichlet-Problem

Au =0 auf 2
yu=g
lost.

b) Die L”osung u ist das einzige Element in A = {f € H*(Q)| vf = g}, welches die
Energie E2 minimiert.

Beweis



a) Aus Theorem 2 wissen wir, dass es ein u; € H'(2) gibt, so dass yu; = g. Es sei
weiter 4 die Funktion aus Lemma 8, d.h. Yo € H}(Q) gilt B(u1,v) = B(ty,v).
Da u; in H}(Q) liegt, gilt ya; = 0. Folglich erf’ullt v = u; — u; die Gleichung
yu = g und Yo € H}(Q) gilt: B(u,v) = B(uy,v) — B(ty,v) = 0. Insbesondere
gilt f’ur p € C§°(QY)

B(u,¢) = Z /Q Oiud;pdxr = Z < Oju; Op; >=10

und folglich
< Au,p >= 0.

Damit ist gezeigt, dass u tatsachlich eine Losung des Dirichlet-Problems ist.
Zeigen wir nun die Eindeutigkeit: Es sei U die Differenz zweier Losungen. Dann
gilt: U € HY(Q), AU = 0 und yU = 0. Folglich liegt U sogar in H}(£2). Somit
gilt f'ur alle p € C§°(Q)

< AU;p >= —Z/@,-U@,-apdx =0.

D. h. B(U,p) = 0 Vp € C(2). Da C°(Q) dicht liegt in H (), muss U = 0
gelten.

b) Es sei w ein beliebiges Element aus H' (), welches yw = g erfiillt. Die Differenz
w — u erfiillt folglich v(w — u) = 0 und liegt also in H}(2). Dann gilt:

E(w) = B(w,w) = B(u,u) + 2B(u,w —u) + B(w — u,w — u).

Aus dem Beweis von Teil a) wissen wir, dass u senkrecht steht auf allen Elementen
aus H}(Q), d.h. B(u,w —u) = 0. Daher gilt: F(w) = E(u) + E(w —u) > E(u),
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn u = w ist.

V1.3 Inhomogenes Dirichlet-Problem

Definition VI.3.1. Es sei Q offen. Eine Distribution u auf ) liegt in H™*(Q), falls
eine Konstante C' ezistiert, so dass Vo € C3°(Q) gilt:

1/2
| <uip>| <CE@" = 0( [ [VpwPds) " =CliVylls

Bemerkung: Jedes f € L*(Q) liegt in H1(Q2): Es sei ¢ € C°(Q2), dann gilt auch ¢ €
L*(Q), denn insbesondere ist ¢ stetig auf einer kompakten Menge, d.h. max,csupp » |©(2)]?
wird angenommen, und somit gilt:

[ le@Pds < max Jola)?19] < o0
Q

TESUPP P



und somit liegt ¢ in L?(Q). Dann erhilt man mit der Ungleichung von Hélder:

< fig> 1= [ fe < [ 17oldn <IIflle llelon
Q Q
Weiter gilt nun gemass der Ungleichung von Poincaré:

| < Fro> 1< Ifllzz -llollez < ClIfll2E(p) .

Man beachte, dass gilt C5°(Q) C H(9).
Es gilt sogar 9;f € H~'(Q) wie die folgenden Ungleichungen zeigen:

| <aifio>1=1<f;00 > | <|Iflllldiplliz < I fll2B(p) "

Lemma VI1.3.2. Die Definition V.1.3 fiir den Fall s = —1 und Definition 10 fir
Q =R" sind dquivalent.

Beweis

“=” Esseiu € H'(Q) gemass Definition V.1.3 fiir den Fall s = —1. Dann entnehmen
wir dem Beweis von Theorem V.1.6, Behauptung 1, dass Vi € S(Q) gilt:

| <wuip > [ < @Cm)"|ullg- @l
Weiter gilt:
02 /2 ,
loll = (32 [ 1076) " < llplle + 119122 < €'Vl
jaf <17
Wir haben also die gewtinschte Ungleichung
| <ujp > [ < Cl[Vel|r

( Man beachte die Poincaré-Ungleichung).
Da sie insbesondere Vo € C5°(2) gilt, haben wir die geforderte Eigenschaft aus
Definition 10 gezeigt.

“«<=" Es sei nun also u eine Distribution mit der Eigenschaft, dass es eine Konstante
C' gibt, so dass fur alle p € C§° gilt:

| <u;0 > | <OVl

D. h. < u;. > ist eine lineare, stetige Abbildung auf dem dichten Unterraum
Cse(R2) von HY(). Somit kann u zu einer Linearform, die wir wiederum mit
u bezeichnen, auf ganz H'(Q) fortgesetzt werden. Dies bedeutet aber, dass u €
(H'(2))* ist. Da geméss Theorem V.1.6 der Dualraum von H'(Q) gerade H ()
ist, folgt, dass u ein Element von H~!(Q) ist und damit auch Definition V.1.3
erfillt.

Das Konzept aus Definition 10 kann wie folgt erweitert werden:



Definition VI.3.3. Es sei m € N. Mit H™(R"™) bezeichnet man den Raum der
Distributionen u, fiir welche eine Konstante C' existiert, so dass
Vo € CO(R™) gilt:

| <uj > | < Cllelm

lell = (3 lloeliz:) "

|ao| <m

wobei

Satz V1.3.4. Fiir alle f € H™'(Q) gibt es genau ein u € H}(Q), so dass gilt
Au=—f

Beweis Die lineare Abbildung ¢ —< f;¢ > ist auf dem dichten Unterraum C§°(£2)
von H}(§2) definiert und dort auch stetig beziiglich der Norm E'/2. Sie liisst sich also
zu einer Linearform L auf H}(Q) fortsetzen. Da H}(Q) ein Hilbertraum ist, gibt es
genau ein u € H{ (), so dass Vv € H}(Q) gilt L(v) = B(u,v). Insbesondere haben wir
fir alle p € C§°(9):

< fip>= B(u,s0)=Z<8iU;8iso >=— < Aus;p >

Dies zeigt Au = —f.

Nun zeigen wir noch die Eindeutigkeit. Es sei U die Differenz zweier Losungen. U liegt
in H}(Q) und erfilllt AU = 0. Dem Beweis von Theorem 9 entnimmt man, dass dies
impliziert, dass U = 0 ist.

Korollar V1.3.5. Jedes Element f € H'(Q) ist Summe von Ableitungen von Funk-
tionen aus L*().

Beweis Auf Grund des vorangehenden Theorems ist bekannt, dass ein
u € HJ(Q) existiert, welches Au = —f erfiillt. Wir kénnen folglich f schreiben als
f=—73,0:(0;u) und die Funktionen 9d;u liegen in L*(Q?) ( vgl. Definition von H}(2)).

Korollar VI.3.6. Es sei f € H™Y(Q) und es sei g € HY2(0S2). Es gibt dann genau
eine Losung u € HY(Q) des Dirichlet-Problems

Au=—f auf Q
Tu=yg

Beweis Einerseits wissen wir aus Theorem 9, dass es ein Elemnt v € H'(Q) gibt,
welches Av = 0 und yv = g erfiillt. Andererseits wissen wir aus Theorem 13, dass ein
w € H}(Q) existiert, fiir welches gilt Aw = —f. Die Funktion u = v + w ist dann eine
Losung des gestellten Problems.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen: Es sei wiederum U die Differenz zweier
Losungen. Da U € H}(Q2) und AU = 0 folgt nun sofort U = 0.
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